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Sunus 


50 Soruda dizisinin diger kitapları ile temas etmis 
okurlar, ellerindeki dokuzuncu kitabın “dizi hizasından” 
çıktığını, daha ilk sayfalardan başlayarak fark edecek- 
lerdir. Şahin Koçak, diğer kitaplarımızda kurgunun ana 
hattını belirleyen 50 soruyu, yan unsur olarak kullanmayı 
yeğledi. Sonuçta ortaya çıkan ürün, 50 Soruda Matematik, 
içeriği ve bu içeriği taşıyan biçimsel özellikleriyle “bayâ” 
özgün: Çekirge ile Çerçi'nin, tabiatı anlama ve modelleme 
uğraşının evrimsel damarlarında dolaşan keyifli diyalog- 
ları, matematiği keşfetmeye ve matematiksel keşiflere kış- 
kırtıyor. Ezber(l)e gidilebilecek bir yol değil, kitabın vaat 
ettiği; çıkışı olup olmadığı, nerelere varacağı belli değil. 
Ama şurası kesin, yolcu olmakla ulaşılabileceklere paha 
biçilemez. Yolunuz açık, coşkunuz daim olsun... 

Herkese matematik! 

Elinizde özgün ve nitelikli bir örneğini tutmakta ol- 
duğunuz “50 Soruda” dizisi, bilimin ve felsefenin temel 
kuramlarını ve alanlarını konu edinen, Türkiyeli bilim 
insanlarının kaleme aldığı popüler bilim kitaplarından 
oluşuyor. Bu kitaplar, bilimin, anlaşılmaz, karmaşık, ha- 
yattan kopuk, soğuk, kuru ve teknolojiye indirgenmiş bir 
bilgi yığını olmadığını; tam tersine, evreni, doğayı, toplu- 
mu ve insanı anlamak için doğru anahtarlar sunan; bilme, 
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öğrenme coşkusu uyandıran; en güvenilir bilgi kaynağı 
olduğunu ve sağlam bir düşünme yöntemi kazandırdığını 
gösterebilmeyi hedefliyorlar. 

Bir aydınlanma hizmeti olarak tasarladığımız “50 Soru- 
da” dizisinde yayımladığımız kitapların listesine, elinizdeki 
kitabın arka sayfalarından ulaşabilirsiniz. 

Herkese bilim! 

Nalân Mahsereci 
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On Parmakta On Marifet 


Soru 1: Bu kitaptaki soruları kim hazırladı? 

Cevap 1: İlk soruyu ben hazırladım. 45-50 no'lu soru- 
ları Nalân Hanım e-mektup ile bana bildirdi. Ama soruları 
numarasız gönderdiği için ben kendime göre numara ver- 
dim. Geri kalan soruları da galiba ben hazırladım. 

Soru 2 + Soru 3: “Galiba” ne demek? Siz mi hazırladı- 
nız, yoksa başkası mı? 

Cevap 2 * Cevap 3: Tam olarak bilmiyorum. Kim bir 
şeyi tümüyle kendisinin yaptığını söyleyebilir ki? 

Soru 4: Bu kitapta neden 50 soru var? 

Cevap 4: Onu Nalân Hanım'a sorun. Evvelden “100 
Soruda Falanca Konu” şeklinde kitaplar çıkardı. Belki 
onlarla aralarına bir mesafe koymak ve konuyu daha öz 
olarak vermek için düşünmüşlerdir. 

Soru 5: Bu kitabı niye yazdınız? 

Cevap 5: Yüzüm yumuşak olduğu için Nalân Hanım'ı 
kıramadım. 

Soru 6: Sizde Nalân Hanım takıntısı mı var? 

Cevap 6: Hayır. Kendisini tanımıyorum. Sadece, zan- 
nımca, onun zihninin yönlendirdiği parmak-darbeleriyle 
irtifa değiştiren bazı tuşların sebep olduğu işaret dizge- 
lerinin çeşitli dönüşümler geçirerek bana ulaşması ve 
tarafımdan deşifre edildiğinde zihnimde sosyal hizmet 
ütopyaları içeren anlamlar oluşturması şeklinde bir etkiye 
maruz kalmış olabilirim. 
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Soru 7: Bu nasıl bir matematik? 

Cevap 7: Basbayağı bir matematik. Bakın içinde bir 
sürü sayı geçti. Siz nasıl bir matematik istiyorsunuz? 

Soru 8: Biz normal bir matematik istiyoruz! 

Cevap 8: Ama bu bir soru olmadı. Tekrar sorun! 

Soru 8': O bir soru olmadıysa, şimdi sorarsam, tekrar 
sormuş olmam ki! 

Cevap 8': Vay canına! Demek sen Çekirge'sin! Evet Çe- 
kirge... Belki de sen haklısın. İstekte hüküm, hükümde 
soru, soruda yanıt, yanıtta niyet, niyette istek... 

Soru 8": istekte hüküm saklıdır... Bu biraz dolambaç- 
lı olmadı mı? Böyle safsatayı bıraksan da, “Bu katır niye 
öldü?”, onu söylesen! 

Cevap 8": O da ne demek? 

Soru 9: Sorularla cevaplar biraz karıştı. Ben kimdim? 

Cevap 9: Sen Çekirge'sin. 

Çekirge: Bir öğretmenimiz anlatmıştı. Kurtuluş Sava- 
şı'nda bir Yakup Şevki Paşa varmış. Katırlar çok kıymetli 
olduğu için onların üzerine titrer, bir katır ölse kıyameti 
kopartırmış. Ama bir gün gene bir katır ölmüş. Asker- 
ler korkularından veterinere yalvarmışlar, ne olur bunu 
Paşa'ya sen anlat diye. O da tıbbi terimlerle dolu uzun 
bir rapor hazırlayıp Paşa'ya okumuş ve sonunda “...oldu- 
ğundan katır öldü” diye bitirmiş. Paşa raporu burusturup 
veterinerin suratına fırlatmıs ve “O tıbbi terimler başında 
paralansın, bu katır niye öldü, onu yaz!” demiş. 

Soru 10: O öğretmen ben miydim? 

Cevap 10: Evet Çerçi, bu matematik denilen şey nedir, 
onu söyle! 

Çerçi: Evet Çekirge, biraz ben senden öğreneceğim, bi- 
raz sen benden. Sorularla cevaplar gibi, öğrenciyle öğret- 
men de birbirine karıştı. 

Soru 11: Sana niye Çerçi diyorlar? 

Cevap 11: Uzun hikâye. Pılı pırtı ile uğraştığımız için 
herhalde. Aslında Çerçi ben değilim. Ben hep Çekirge ol- 
mak isterdim... Sen de soruların en zoru ile başladın. Ma- 
tematik denilen şey neymiş! Ben nerden bileyim bunu? 
Keşke şöyle diyebilseydim: İçinde sayı veya şekil geçen 
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şeylere matematik denir. Mesela, “Dünya düzdür” veya 
“Dünya yuvarlaktır” dersen, bu matematik olur. Ama 
“Dünya bir gölgeliktir” dersen bu matematik olmaz. Belki 
edebiyat olur. Ya da şarkı. Bunu tabii Hisarlı Ahmet'ten 
dinliyceksin. 

“Biz iki kardeşiz” veya “Kardeşimin on parmağında on 
hüner var” dersen, bu matematik olur. Her parmakta bir 
hüner. Ne kadar parmak varsa, o kadar hüner. Bu epey 
ileri bir matematiktir. Her parmağa bir hüner karşılık 
geliyor. Parmaklarla hünerler eşleniyor. Ama farklı par- 
maklara farklı hünerlerin karşılık gelmesi lazım. Yoksa 
kandırmaca olur. Mesela her parmakta aynı hüner. O za- 
man ne anladım bu işten. Bu övgünün gerçek olabilmesi 
için tabii en az 10 tane hüner çeşidinin var olması lazım. 
O kadar hüner var mı, varsa bu hünerler nelerdir bilmi- 
yorum. Belki daha fazla hüner de olabilir. O zaman par- 
maklarla, hünerlerin bir kısmı eşlenmiş olur. Kardeşimin 
daha fazla parmağı olsaydı, belki diğer hünerlerini de bu 
eşlemede dikkate alabilecektik. Mesela, 50 parmakta 50 
hüner olacaktı. En çok parmaklı hayvan ne acaba? Gerçi 
kardeşimin ayak parmakları da var ya...Mayalar ne gü- 
zel bir halktı. Neyse şimdi ona girmeyelim, bu eşlemeye 
biraz daha yakından bakmamız lazım. Tam olarak han- 
gi parmakta hangi hünerin olduğunu söylemek gerekir. 
Yoksa uluorta bir laf etmiş oluruz. Şu parmakta şu hüner 
var demezsek, nerden bileceğiz on parmakta on hüner ol- 
duğunu. Ama sağ elin başparmağında şu hüner, sağ elin 
işaretparmağında şu hüner vs. dersek, güzel bir eşleme 
yapmış oluruz. Sen tutar, hünerlerin sırasını değiştirir 
ve sağ elin başparmağında bu hüner, sağ elin işaretpar- 
mağında bu hüner vs. dersen, buna da bir itirazım yok. 
Sadece belki hayretim olur. Ben parmakları tükettiğimde 
hünerleri de tüketiyorum, sen hünerlerin sırasını değiş- 
tiriyorsun, ve parmakları tükettiğinde gene hünerler de 
tükenmiş oluyor; doğrusu çok şaşılacak şey, bu çok ba- 
şıma geldi. 

Soru 12: Bunun neresi şaşılacak şey, sen iyi misin 
Çerçi? 
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Cevap 12: Sen ne kadar safsın Cekirge! Hünerlerin sı- 
rasını değiştiriyorsun ve tekrar parmaklarla tam olarak 
eşlenebiliyorlar! Sıra değişikliği, bu 10 tane hünerden 
oluşan topluluğun yapısını değiştirmiyor. Oysa kendisi- 
ni oluşturan elemanların sırası değiştiğinde yapısı altüst 
olan ne topluluklar var. Herkesin sırasını bilmesi gerek- 
tiği. Bu çok derinlere işlemiş bir şey. Amino-asitler bile 
sırasını bilecek. Yoksa yanlış protein oluşur ve sakat kalır- 
sın. Ama hünerler güzel bir topluluk. Sanki demokratik. 
Sıranın önemi yok. Parmakların sırası önemli tabii. Baş- 
parmakla küçük parmak yer değiştirselerdi, halimiz nice 
olurdu? Ama eşleme sırasında, önce sağ elin küçük par- 
mağına şu hüner, sonra Sol elin yüzükparmağına şu hüner 
vs. desek, gene problem olmayacak. Parmaklarla hünerler 
aynı anda tükenecek. Bu anlamda demek ki aslında par- 
maklar topluluğunun da gizli bir eşitlikçi yönü var. 

Eşitliklerin hep böyle gizlenip, keşfedilmesi mi gereki- 
yor? İşlevde farklılık, varlıkta eşitlik. Parmaklar toplulu- 
Suyla, bir kısım hünerler topluluğu arasında bayä daya- 
nıklı bir ilişki var. Bu galiba büyük bir keşif oldu. Şimdi 
bir mağara duvarımız olsa, hemen bunu çizerdik... 

Çekirge: Yaa, ne güzel olurdu; ben ellerimi kırmızı bo- 
yaya batırıp, duvarda izini çıkartırdım. Sonra sağ elimin 
başparmağının karşısına bir dal çizerdim, onunla dala tu- 
tunabiliyorum; sağ elimin işaretparmağının karşısına bir 
böcek çizerdim, onunla böcek öldürebiliyorum... 

Çerçi: Eyvah, her şeyi mahvettin! Biz parmaklarla hü- 
nerleri eşlerken, onların arasında doğrudan, kendiliğin- 
den, gerçek bir ilişkinin olup olmadığına bakmadık. Bir 
parmak, bir hüner, bir parmak, bir hüner diye, biraz öz- 
gürce, onları eşledik. (Şimdi sana bir bıldırcın, bir beygir 
hikâyesini anlatmak isterdim ama konuyu dağıtmayalım. 
Onda da acayip bir matematik var aslında, bıldırcın köfte- 
si yapanlar eti yarı-yarıya karıştırırlarmış, bir bıldırcın, bir 
beygir, bir bıldırcın, bir beygir...) 

Parmaklarımızın ne olup olmadığını biliyoruz (ya da en 
azından öyle sanıyoruz), belli bir hünerler topluluğunu 
göz önüne alıyoruz ve bir parmak, bir hüner, bir parmak, 
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bir hüner... ve bir de bakıyoruz ki, her parmağa farklı 
bir hüner karşılık getirmişiz ve parmaklar bittiği anda 
hünerler de bitmiş. Bu eşlemeyi başka türlü yapıyoruz, 
bakıyoruz gene aynı sonuç. Ben bundaki esrarı anlamaya 
çalışıyordum. Ama senin dediğin çok önemli bir şey tabii. 
Her parmağın bizzat kendisinin bir hüneri varsa, ve bir an 
için başka hünerleri unutur ve parmakları bu özel hüner- 
lerle eşlemek istersek, ve ben tutar sağ elin başparmağını 
sol elin küçük parmağının hüneriyle, sağ elin işaret par- 
mağını sağ elin yüzükparmağının hüneriyle vs. eşlersem; 
bu mümkün bir eylem olsa da, zihinsel bir sapkınlık olur! 
Matematiği işte böyle mahvettiler. Şöyle kümeler görünce 
sinirlerim bozuluyor: 

(Orhan Veli'nin sağ elinin işaret parmağı, Filiz Akın'ın 
saçları, Kızılırmak) 

Sonra bir de tutup, bunu mesela şöyle bir kümeyle eş- 
liyorlar: 

(Testere, Kitap, Allıturna} 

Böyle kümeler ve eşlemeler eksik olsun! Haydi bir an 
için, onu da affetmek duygusuyla söylüyorum, Orhan 
Veli'nin sağ elinin işaretparmağını Kitap'la, Filiz Akın'ın 
saçlarını Allıturna ile ve Kızılırmak'ı da Testere ile eslese- 
ler (ne de olsa Veysel bir gelini yuttuğu için onu kesmek, 
yutmak falan istemişti), o zaman biraz anlıycam. Ama Or- 
han Veli'nin (daha doğrusu sağ elinin işaretparmağının) 
Testere ile ne alakası var? Zaten sapkınlık şurda başlıyor 
ki, laf olsun diye alakasız birtakım nesneler bir araya geti- 
rilip, buna bir topluluk, bir küme gözüyle bakılıyor ve bu 
da marifet zannediliyor. Bu iş şairane bir şekilde yapılsa, 
o zaman ne diyebilirim. 

“Öküz âde, ağaç âde, vaktâ ki öküz ağaca çıkar, 
hârikulâde!” 

Yaratıcılık, neticede, kendiliğinden bir araya gelme- 
yen şeyleri bir araya getirmek olabilir. Ama bunun da bir 
ölçüsü, adabı, estetiği vardır. Ben yukardaki saçmalığı, 
zihinsel yetilerin kötüye kullanımına bir örnek olarak 
görüyorum. Bu, yakın zamanlarda başlamış bir hastalık. 
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“Modern matematik” bezirgänlarının isi. Simdi düsüne- 
biliyor musun, Kızılırmak kenarında yüksek bir kaya üs- 
tünde oturmusuz, parmaklarımızı acmısız ve sayıyoruz: 
Bes tane koyunumuz var, iki tane keçi, Orhan Veli'nin sağ 
elinin işaretparmağı, Filiz Akın'ın saçları ve bir de Testere 
düşünüyoruz, böylece iki elimizin parmaklarıyla bu şey- 
ler arasında bir eşleme kurmuş oluyoruz. İyi ki Cantor bu 
günleri görmedi! 

Soru 13: O dediğin de kimdir Çerçi? 

Cevap 13: 19. yüzyılın mustarip dâhilerinden biriy- 
di. Düşünce kolaylığı ve genelliği açısından, algımızın ya 
da hayal gücümüzün nesnelerinden oluşan topluluklara, 
yeni, kendi başına var olan düşünce objeleri gözüyle bak- 
tı ve şöyle soruların peşine düştü: Bir sihirbazın sonsuz 
tane parmağı olsa, sandığında da sonsuz tane hüneri olsa, 
acaba her parmağa öyle bir hüner karşılık getirilebilir mi 
ki, farklı parmaklara farklı hünerler karşılık gelsin ve bu 
eşlemede hiçbir hüner de unutulmuş olmasın. Sonra öyle 
sihirbaz parmakları ve hüner sandıkları düşündü ki, böyle 
bir eşleme mümkün değildi. Bu sanki, farklı cinsten, daha 
zayıf, daha güçlü sonsuzluk çeşitlerinin var olduğunu 
gösteriyordu. Bazen bir şaka yapıyor, sonsuz bir parmak 
kümesi ile bununla eşlenebilen bir hüner sandığı düşün- 
dükten sonra, hünerlerden sonsuz tanesini atıyordu; ama 
parmaklar hâlâ geri kalanları ile bire-bir eşlenebiliyordu. 
Bu iş karakolda bitti tabii! 
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Mantık Karakolu 


Soru 14: Hangi karakolda? 

Cevap 14: Cibali karakolunda! Cekirge, sen beni öldü- 
receksin! Mantık karakolunda tabii! 

Soru 15: Mantık karakolu mu? Hiç böyle bir şey duy- 
mamıstım. Hem böyle tuhaf tuhaf şeyler söylüyorsun, 
hem de sonra bana kızıyorsun. Üstelik benim soru hakla- 
rım da bozuk para gibi harcanıyor! 

Cevap 15: Sana niye kızayım Çekirge! Lafın gelişi işte. 
Mantık karakolu sakat bir yerdir. Buz gibi. Fazla serbest 
düşünenleri orda sorguya çekerler. Sen soru haklarını me- 
rak etme. İstersen hayatta 50. soruya gelemeyiz. 49,5'inci 
soru var, 49,6'ıncı soru var; bir yolunu buluruz. Ben zaten 
bu soru cenderesini sevmedim. Matematik roman gibidir. 
Damarlar birbirine dolanır. Sen hiç madde madde roman 
yazıldığını gördün mü? Konuşup gidiyoruz işte. 

Soru 16: Şimdi ondalık sayılara mı geçtik? 

Cevap 16: Ne mümkün?! Daha 10’un bile ne olduğunu 
anlamadık ki! 

Çekirge: Ben pekâlâ anladım. Sen de 10 parmaktan, 10 
hünerden bahsedip durduğuna göre, 10'un ne olduğunu 
anlamış olman gerekir. 

Çerçi: Tabii, 10 parmaktan parmağı çıkardık mı 10 ka- 
lır, 10 hünerden hüneri çıkardık mı gene 10 kalır. Ama bu 
çıkarma işlemini nasıl yapacağız? Bütün mesele bu! 

Çekirge: Çıkarmak ya da çıkaramamak, bütün mesele 
bu! Sen Hamlet'e özenmeyi bırakıp, şu işi baştan bi doğru 
dürüst anlatsan iyi olacak. 

Çerçi: Peki Çekirge, madem öyle istiyorsun, sana sa- 
yılarla yaşadığım kendi maceramı anlatayım. Seninle bir 
yolculuğa çıkalım. Ama lafı bazen uzatıp dolandırırsam, 
gelgitler yaparsam beni bağışla. Geçmişe ne de olsa bugü- 
nün penceresinden bakıyoruz. Her hatırlama bir inşadır. 
Bu yolculuk benim için epey nostaljik olacak. Umarım 
senin için de keyifli olur. Şimdi bir zihnimi toparlayıp 
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baslayayım... Lakin bastan baslayamam. Cünkü hangi 
ise nerden baslasam ortası oluyor. Bastan nasıl baslaya- 
yım? Milyarlarca basamaklı evrim merdiveninin tepesin- 
de duruyoruz. Asagıya bakınca basım dönüyor. Ellerim, 
ayaklarım var. Seni gören gözlerim var. Seninle karsılıklı 
sesler çıkartıyoruz; kâğıtlara, tahtalara bazı işaretler cizik- 
tiriyoruz; bunlar postacı gibi aramızda imgeler, anlamlar 
getirip götürüyor. Baştan başlamak için merdivenden aşa- 
ğı insem, bu yetilerimi yitireceğim. Kimse baştan başlaya- 
maz. Neyzen'in dediği gibi: 

“Başı meçhul, sonu meçhul bu kitâb-ı dehrin 

Ortasından elimizde iki üç yaprak var” 


Bak sadece bakkallar değil, şairler bile sayıları kulla- 
nıyor. 

Çekirge: O kadar küçük sayıları kargalar bile biliyor- 
muş. Şair olmaya gerek yok! 

Çerçi: Vallahi haklısın! Kargalar biliyor, bakkallar bili- 
yor, şairler biliyor; bir tek matematikçiler bilmiyor! Sana 
kırkayağın hikâyesini anlatmışımdır herhalde. Hayvanca- 
ğız kıvrak kıvrak yürürken, birisi sormuş, sen bu kadar 
ayakla nasıl böyle düzgün ve hızlı yürüyebiliyorsun diye. 
O olmuş. Başlamış kırkayak düşünmeye. Önce hangi aya- 
ğımı atıyordum, şunu mu, şunu mu derken, zavallı bir 
daha yürüyemez hale gelmiş. Matematikçilere de böyle 
oldu işte. Onlara “Sayı nedir?”diye sordun mu, zihinle- 
ri altüst olur. Sayılarla cambaz gibi oynayan nice mate- 
matikçinin nutku tutulur. Mühendise köprüyü, doktora 
mikrobu sorsan, ne güzel anlatırlar. Filozofa bile sorsan, 
töz nedir diye, sana bir sürü şey anlatır. Ama matematikçi 
pek hoşlanmaz bu sorudan. Ne desin? Zihnindeki imgele- 
ri sözlere dökmek kolay mı? Bir de kesinlik efsanesi var. 
Uluorta laf edemez. Ortada mantık polisleri dolaşıyor. 
Karakolda sorguya çekenler... Mantık da tabiattan gel- 
miyormuş gibi sanki. Kökenlerini ne çabuk unutuyorlar. 
Ortaçağın asilleri gibi. Matematikçiler işin içinden çıka- 
mayınca, ortalığa atıldılar da ne oldu? Büyük Mantıkçı 
Frege hayatını bu işe adadı ve dev bir eser ortaya koydu, 


MANTIK KARAKOLU 17 


SECTION A] CARDINAL COUPLES 379 
#5442. Firae2.2:.BCa.y!ß.Bta.=.Beı“a 
Dem. 


k.möd4. DFna=tsvty. D: 
BCa.g!ß.=:B=A.v.B=ir.v.B=iy.v.B=a:y!ß: 


(42453'56.x51:161) zıpsır.v.Bzıy.v.Bsa (1) 
H.#5425 . Transp .#5222. Ih: $y.D. eve ytiw. av eyhly: 
(41312) Dh:a=isviy.æțy. D.a} s. atty (2) 
H. (1). (2).DF a= zuiiy.æty. D: 
BCa.q!8.BHa. =: B=. v BELY: 
(#51235) sı(az).zeca.Bs0z: 
[#376] z:ıßeı“a (3) 
F.(3).#111135.%#54101.D+.Prop 
5443. Hı.0ßBel.D:anß=A.=.avße2 
Dem. 
H.#x5426.Ihn.a=ie.B=uy.IJravße2.=.2+y. 
(#51231) = tænt y=. 
[*13:12] =.anß=A (1) 
H. (1). x11135. D 


F: (qz, y) -a= x. B =y. Drau he2.=.ang=A (2) 
F. (2). *11:54. 8521. DF. Prop 
From this proposition it will follow, when arithmetical addition has been 


defined, that 1 -+1 = 2. 


#5444. Fine wet xy ty. Dw. (ew) :=.ġ (2,2). play) ey) py) 
Dem. 
H. #51234. #1162. DF: z, wets vY t'y. Drw. $ (w): E: 
zetsu t'y. D. $ (2,2). $ (2,4): 
[*51:234.#10:29] = : ¢ (2,2) . $ (z, y) - $ (y, £) - $ (y, y): D H. Prop 
454441. Hne weizviiy.ztw. Dnw. pl): y: : eey). p ya) 
Dem. 
b.#56. Ih, weizuviy.ztw. Drw. p(w): E 
Z, WwELSY LY. Dyw z=w. V. (zw): 


(45444) Sizsi.v.p(aa)sazy.v.p(y): 
yaz.v.f(yo)ıysy.v.p(yy): 
(4183115 Esesy.v.p(a yy a.v.f(ya): 


(41316.4441) >:e-y.v.p(7,y).$(Y,) 
This proposition is used in #16342, in the theory of relations of ra 
exclusive relations. 7 2 


Whitehead-Russell'ın Principia Mathematica'sının ilk cildinden bir sayfa. 
1412'nin ispatı ancak 2. ciltte tamamlanıyor. 
Varak-ı ilm-i kıyäsı kim okur kim anlar! 
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ama Russellin bir mektubu bu dev eseri berhava etti! 
Bu defa Russell, A. N. Whitehead ile birlikte dev bir eser 
yazdı. Ama bu eser de kimseyi mutlu etmedi ve bugün 
müzede, nadide eserler arasında duruyor. Gerçi bu büyük 
esere biraz da yazık oldu. İnsanüstü bir emek vermişlerdi. 
Ama kurdukları dünya, matematikçilerin dünyası değildi. 
Mantıkçılarla matematikçiler arasında hep bir kimya farkı 
oldu zaten. 

Çekirge: Ben mantıkla matematiği kardeş sanıyor- 
dum! 

Çerçi: Doğrudur, kardeş kavgası yapıyoruz zaten. Sen 
alıp başını gidersen, birinin de sana göz-kulak olması gere- 
kir tabii. Matematikçiler çok uçarıdır. İşin sonunun nere- 
ye varacağını düşünmezler. Ama büyük işler düşünmeden 
yapılır zaten. Kırkayaktaki miras kimde var? Bestekârlar 
düşünerek mi beste yapıyor? Ressamlar düşünerek mi re- 
sim yapıyor? Düşünme dediğin nedir zaten? İmgeler de- 
nizinde bir macera. Sezgi kayığın ne kadar dayanırsa, ce- 
saretin ne kadar elverirse. Ama annen sahile göndermezse 
işin zor tabii. Mantık, denizde uyulması gereken güvenlik 
kuralları gibidir. Ama dalgalarla boğuşmak sana kalmış. 


FİLOZOFLAR FİLOZOFU 19 


Filozoflar Filozofu 


Soru 17: Peki bu kadar cesur adamlar, “Sayı nedir?” 
deyince neden korkuyorlar? 

Cevap 17: Bir tür mahalle baskısı var! İnsanlar onların 
keşfettiği yeni kıtaların büyülü güzelliğinden, oralardaki 
esrarengiz yapılardan çok, oradaki ağaçların düzgünlü- 
günden, oradaki kılıçların keskinliğinden etkilendiler. 
Nedense nizam ve intizam, özgürlükten ve orijinallikten 
daha makbul oluyor. Artık, bu zaten belli ölçüde zihnimi- 
zin kurgusunda var olduğu anlaşılan bir düzen arayışın- 
dan mıdır, yoksa topluma ve insan zihnine bazı anlaşıla- 
bilir maksatlara matuf olarak hep belli düzenlerin empoze 
edilmek istenmesinden midir; orasını bilemiyorum. Ama 
matematiğin gerçek yüzünden çok biçimsel tarafı, başka 
her şeyden düzenli, başka her şeyden kesin görünen tarafı 
öne çıktı. Şu daireye bak, ne kadar mükemmel! Şu mü- 
kemmel sayılara bak, şu mükemmel cisimlere bak! Oysa 
bunların hepsi bir vehimden ibaretti. Kim mükemmel 
bir daire görmüş? 28 sayısı mükemmelmiş! Neden bili- 
yor musun? Bölenleri olan 1, 2, 4, 7 ve 14'ün toplamına 
eşit olduğu için! Buna ancak gülünür. 5 tane mükemmel 
cisim varmış! Elhak, bunlara ben de hayranım. Ama mü- 
kemmel cisim 1 tane olmamalı mıydı?! Ben olsam küreye 
mükemmel cisim derdim. Hoş o da 1 tane değil ya... 

Neyse, zihin bir kere doğal yoldan saptı mı, onu zor 
geri getirirsin. O filozoflar filozofu Platon, matematiğin 
tümüyle gerçek dünyadan köken alan masum kavramla- 
rını öyle had safhada idealize etti ve onlara “idea”lar ola- 
rak öyle yeni ve yüksek ve hakiki bir gerçeklik atfetti ki; 
bizim zihnimizdeki imgeler artık bu yüksek gerçekliğin 
soluk bir gölgesi olarak kaldılar. Filozofumuz topluma da 
ideal düzenler öneriyordu. Yani bu yaklaşımın ardında bir 
mantalite var. Hani “Toplumu yönetenler gerektiğinde 
yönetilenlere yalan söyleyebilirler” demeseydi iyi olacak- 
t ama, neyse şimdi ben bir felsefe cahili olarak fazla da 
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ileri gidecek degilim. Hatta, entegre bir insan oldugu icin 
Eflätun’a belli bir sempati bile duymuyor degilim. Ama bu 
sahsiyet o kadar yüceltildi ve o kadar etkili oldu ki, insan- 
lar nerdeyse gördüklerine ve elleriyle tuttuklarına değil, 
onun söylediklerine inanır oldular. Mesela, muteber bir 
Batılı mantıkçı ve felsefeci, Russell’ın hocası ve onunla 
birlikte Principia Mathematica’yı yazan W hitehead,“Bütün 
Batı Felsefesi Platon'un yazdıklarına birkaç dipnottur” 
diyebiliyordu. Tabii bu, Platon hakkında mı bir şey söy- 
lüyor, yoksa Batı Felsefesi hakkında mı bir şey söylüyor; 


Platonik cisimler ve neden beş tane oldukları. 
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onu da tam bilemiyorum. Zaten bu felsefe işini bir türlü 
tam anlayamadım, bir zamanlar biraz ısınır gibi olmuş- 
tum, bir arkadaşım hümanist bayan felsefecimizin kot 
pantalon giyen kız öğrencilere çok kızdığını söyleyince, 
gene koptum. Neyse demek istediğim o ki, Platon insan- 
ları gerçeklerden kopardı. 

Bugün bile hâlâ birçok matematikçi “Platonist”, yani 
idealisttir. İdealist olmak iyi bir şey tabii, ama bu o ide- 
alizm değil. Düşünce nesneleriniz, idealara yüceltilince, 
bir tür kutsallık kazanıyorlar ve o denizlere açılan çocu- 
ğun şen naifliği kayboluyor. Sen bir gölgesin. Dünyadaki 
şeyler kusurlu zaten. Mükemmel idealar var. Geometri 
bilmeyen buraya giremez! Şimdi nasıl korkmayayım? Ge- 
ometri bilmeyen de girebilse, daha iyi olmaz mıydı? Belki 
bir şeyler öğrenirdim. Orada geometri bilenlerin daha ile- 
ri neler konuştuğunu bilmiyorum gerçi. Doğruluk nedir, 
güzellik nedir, iyilik nedir, iyilik ideası nedir, insan sev- 
diklerini niçin sever Sokrates? Hep böyle sorular sorup 
duruyorlardı. Sanki tepeden baktıkları dünyadan çok, 
kendileriyle meşguldüler. 
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Milet’in Hür Düsünürleri 


Oysa bir süre önce karsı kıyıdaki bazı insanlar “Dünya 
(evren, nesneler) neden yapılmıs?” diye soruyorlardı. Bu 
Miletli korkusuzlar, tanrıları, mitolojileri bir tarafa bıra- 
kıp, kendi akıllarıyla etrafta olan bitenleri anlamaya ca- 
lışıyorlardı. Kendilerinden önceki ve kendilerinden çok 
şeyler öğrendikleri büyük uygarlıkları aşan, çok genel, 
çok reel, dünyaya dair, yepyeni sorular, yepyeni cevaplar. 
Yanlış olsun varsın. Yanlış yolda olmaktansa, yanlış cevap 
ver, daha iyi. İnsan kendi aklıyla idareyi eline aldı mı, bir 
gün doğrusunu da bulur. Belki de insan aklının ilk özgür- 
leşmesiydi bu. Ama ne yazık ki, kısa ömürlü oldu. 

İnsanlar doğaüstüne, gayrı-maddi âleme, ölmez ruhlara 
neden bu kadar meraklı? Maddi olanın ne kadar sihirli 
olduğunun farkında değiller mi? Pythagoras (Pisagor) 
okulu, ortak ölçülü olmayan sayıları keşfederek belki de 
bütün zamanların en büyük keşiflerinden birini yapmıştı, 
ama öyle anlaşılıyor ki epeyce ezoterik bir dünyaları var- 
dı. Bazen yanlış yolda olan da doğru bir şey bulabiliyor. 
Çünkü sistemleştirme güdüsü insanı tutarlılığa zorlayabi- 
liyor. Yanlış bir sistem içinde doğru ilişkiler! Ama nereye 
kadar? 

Soru 18: Ortak ölçülü olmayan sayılar nedir? 

Cevap 18: Onu sonra konuşuruz Çekirge. Bu sistem- 
leştirme güdüsü, hem maddecilerde var hem idealistlerde. 
Belki maddecilerde daha bile fazla. Soruya bakın: “Dünya 
neden yapılmıştır?” Daha aşağısı kurtarmıyor! Thales di- 
yor, “Su'dan yapılmıştır”; Anaksimandros “Hayır” diyor, 
“Sonsuzluk'tan yapılmıştır”; Anaksimenes bunu da beğen- 
miyor, “Hayır” diyor, “Hava’dan yapılmıştır.” Zeus'tan, 
Apollon'dan kurtulduk, şimdi de dünyayı havadan, sudan 
yaratmaya çalışıyoruz... Gene de büyük bir sıçrama tabii. 
Maddi olayların nedeni maddenin içinde aranıyor. Tanrı 
sayısı herhalde yüzlere varıyordu, onların kavgalarından 
bıktılar da onun için mi yeni birincil varlıkların sayısını 
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az tutmak istediler acaba? Yoksa, doğal adaylar bu kadar 
mıydı? Yok, isteseler bulurlardı. Bir şekilde, en temel olan, 
tek bir tane olmalı diye düşünüyorlardı herhalde. 

Bu sistemleştirme ve basitleştirme güdüsünün nerdeyse 
genlerimizde olduğuna inanacağım. Kendimiz basit oldu- 
Sumuz için mi basitleştiriyoruz acaba? Büyük ve karma- 
şık bir dünyayla baş edebilmek için... Ya da, dünyadaki 
teferruat zaten önemsiz ve gerçeklik aslında yalın da, biz 
derin bir sezgiyle ona mı yöneliyoruz yoksa? Yok, yok. 
Bizde de biraz kabahat var. Basitlik güzel de, çoğu kez 
gereğinden fazla basitleştiriyoruz. Elipsi bile daire yapma- 
dık mı! Oysa o yörüngeler elips bile değildi. Neyse, şimdi 
biz de bu derin meseleyi iki cümlede halletmeye kalka- 
rak fazla basitleştirmeyelim. Nihayetinde temel elemanlar 
olarak suyun ve havanın yanına galiba ateş ve toprak da 
eklendi. 

Çekirge: Bu temel elemanlar, demin bahsettiğin mü- 
kemmel cisimlerle eşleniyormuş herhalde. 

Çerçi: Evet, bunlarla ilgili hoş hikâyeler var. Önce dört 
mükemmel cisim varmış: Düzgün dörtyüzlü, altıyüzlü 
(küp), sekizyüzlü ve yirmiyüzlü. Düzgün dörtyüzlü ateş 
ile, küp toprak ile, sekizyüzlü hava ile ve yirmiyüzlü de su 
ile eşleniyormuş. Sonra beşinci mükemmel cisim olarak 
düzgün onikiyüzlü ortaya çıkınca, düzen bozulmuş. Dü- 
zeni yeniden kurmak için, beşinci temel eleman, beşin- 
ci öz (guint-essence!, İngilizce bir sözlüğe bak istersen) 
olarak evreni ya da sonsuzluğu düşünüp, onu da düzgün 
onikiyüzlü ile eşleştirmişler. Bu sonsuzlukla başımız daha 
çok belaya girecek zaten. Neyse, en azından bizim Anak- 
simandros açıkta kalmamış oldu! 

Çekirge: İnsanlar bizim bire-bir eşlemeleri çok seviyor- 
lar demek ki. 

Çerçi: Tabii. Aristoteles gibi en aklı başında bir adam 
bile bu temel elemanlarla uğraşıyordu. Bugün bile evrenin 
elemanter yapıtaşlarını, tabii böyle bir şeyler varsa şayet, 
hâlâ tam olarak bilmediğimize göre adamlara kızmamak 
lazım. Aristoteles en azından kendini idealardan kurtar- 
mıştı. Bu Miletli üç silahşörlerin ilki olan Thales'in bizim 


24 50 SORUDA MATEMATIK 


için ayrı bir yeri var tabii. Sümerler, Babilliler, Mısırlılar 
büyük uygarlıklar kurmuşlardı. Büyük matematiksel ya- 
ratılar ortaya koymuşlardı. Thales onların öğrencisi oldu. 
Ama onların bir gözlem ya da vakıa olarak doğru dedikle- 
ri şeyler için, Thales “Neden doğru?” diye sordu. Onları, 
daha apaçık doğru diyebileceği şeylere indirgemeye çalıştı. 
Bu da yeni büyük bir bombaydı! İspat kavramı doğuyor- 
du. Bağlantısız ve karmaşık görünen birçok bilgi böylece 
belki daha az sayıda, daha apaçık görünen doğrulardan 
elde edilebilirdi. Düşünce atomları! O belki böyle deme- 
di, Demokrit daha doğmamıştı, ama harika bir düşünce! 
Bütün maddeyi suya indirgemeye çalışandan bu beklenir 
doğrusu. İşte baskahramanlarımızdan Eukleides (Öklid), 
Thales ve Platon'dan sonra sahneye çıktı ve geometride, 
Thales'in indirgemeciliği ile Platon'un ideacılığının muaz- 
zam bir sentezini yaptı! Uygun bir zamanda onunla yüz- 
leşmemiz gerekecek. 

Çekirge: Hiç tarih vermiyorsun Çerçi! 

Çerçi: Kesin tarihler bence o kadar önemli değil, kaldı 
ki birçok tarih kesin de değil. Ama zihnimizde bir zaman 
çizelgesinin olması gerekir tabii. Thales deyince, MÖ 600 
civarlarını düşünebiliriz, Platon, MÖ 400 civarları; Ök- 
lid, MO 300 civarları. Sokrat Platon'un hocası, Aristoteles 
Platon'un öğrencisi (ama hocasıyla iyi hesaplaşıyor doğ- 
rusu). Aristoteles 2000 yıl kadar Doğu'nun ve Batı'nın ba- 
şöğretmeni oldu (Bizimkiler muallim-i evvel diyorlardı). 
Sanırım, epeyce aşınmalardan sonra, onun işini 1600 ci- 
varlarında Galile bitirdi. Öklid 200 yıl kadar daha dayan- 
dı. Onun işini de Gauss, Bolyai, Lobachevski ve nihayet 
Einstein bitirdiler. Ama 2000 küsur yıllık bir ömür her 
tasarımcıya kısmet olmaz herhalde. Böyle bir adam bile, 
noktaları, doğruları, kutsal kitapların edasını çağrıştıran 
bir havayla tanımlarken, sıra sayılara geldiğinde çok ür- 
kek davranıyordu. Bugün çocukların bile, belki anlamı 
üzerinde düşünmeden de olsa, çelik-çomak oynar gibi 
kullandıkları negatif sayıları haydi bir kenara bırakalım; 
onlar henüz piyasada yoktular. Ama rasyonel sayılar da 
yoktular! Öklid, bütün 5. kitabını Knidoslu Eudoksos'un 
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muhteşem oranlar teorisi üzerine kurmuştu, ama bu 
“oranlar” doğal sayıları aşan yeni sayı türleri olarak algı- 
lanmıyordu. Sayı namına sadece bizim doğal sayılar vardı, 
hatta tam olarak onlar da değil, çünkü, (7. kitaptaki bir 
tanımdan) öyle anlaşılıyor ki, 1'e bile sayı gözüyle bakıl- 
mıyordu! Şimdi anlıyor musun, “Sayı nedir?” diye sorun- 
ca matematikçilerin niye paniğe kapıldıklarını! 

Çekirge: Evet... Netameli bir şey demek ki. Ona geç- 
meden, Galile Aristoteles'in işini nasıl bitirdi, ötekiler 
Öklid'in işini nasıl bitirdi, onları merak ettim. 
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Tabiata Sormak 


Çerçi: Eski Yunanlılar gözleme ve akıl-yürütmeye 
önem vermekle beraber, deney yapmıyorlardı. Belki öyle 
bir kavramları bile yoktu. El işlerine biraz kibirle, tepe- 
den bakıyorlardı. Ellerini kirletmek istemiyorlardı herhal- 
de. Hoş, o paraları nasıl ağızlarında taşıyorlardı bilmiyo- 
rum. Gerçi o köleci demokratlar deneyler için kölelerini 
de kullanabilirlerdi ama, demek ki istemediler. Bu belki 
aklın yüceliğine ihanet olur diye düşünmüş olabilirler. 
Nitekim 19. yüzyılın ikinci yarısında bile İngiltere'de, 
Cambridge'de bir profesörün söylediğini deneysel tes- 
te tabi tutmanın yakışık almayacağı, bunun hocaya kar- 
şı ayıp olacağı düşünülebiliyordu. Koskoca adam, yalan 
mı söyliycek? Yani bu işler öyle söylendiği gibi olmuyor. 
Sonuç itibariyle Aristoteles, demirin suda batacağını, ağır 
cisimlerin hafiflere göre daha hızlı düşeceklerini söyledi. 

Ama 13.yüzyılda, Roger Bacon adında bir Fransisken 
papazı, pekâlâ deneyin çok önemli olduğunu, hatta akıl- 
yürütmeden daha önemli olduğunu söyleyebiliyordu. 
Gözlem neticede tabiatın biz sormadan söylediği bir şey- 
dir. Ama tabiata neden kendimiz de bir şey soramayalım. 
13. yüzyılda Anadolu'da bir derviş, 


“Kur'ağaca yol sorunca 
Teferrücle yoluna geç” 


diyebiliyordu. Ama dünyayı kavramak için deney yap- 
mak çok önemlidir diyemedi. Yoksa bulutsu bir tasavvuf 
modeliyle dünyayı zaten kavramış olduğumuzu mu dü- 
şünüyordu? Şamanın hayat ağacı tasavvuf ehlinin elinde 
“kur'ağaca” mı dönmüştü? O yabanıl bozkır insanları ta- 
biatla daha ilgiliydiler. Biraz büyüsel de olsa. Büyü bilime 
dinden yakındır zaten. Kimya, simyadan çıkmadı mı? Do- 
Sayla fazla bütünleşip, ona nerdeyse tapınmak da iyi değil 
miydi yoksa? Pagan dünya, zamanın seline dayanamadı. 
Doğa tapınması yerini ne kadar da kolay yeni tapınmalara 
bıraktı. Yeni bir ışık-gölge oyununa... Gerçeklik aşkın... 
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Bu dünya gölge... Platon’un kulakları cınlamıstır herhal- 
de. Yüksek varlığın fani dünyadaki yansımalarının nesini 
merak edeceksin. “Aşkın aldı benden beni, bana seni gerek 
seni...” Tabiata ilgimizi bunun için mi tümüyle yitirdik? 
Ağacın bile fazla uzamasında bir mana yoktu. 

“Böyl uzamak ne mâ'nidir 

Çünkü bu dünya fânidir 

Bu fuzulluk nişânıdır 

Gel beri, miskinliğe geç” 

Oysa Biruni, Heysem ve daha başkaları, Bacon'dan 200 
sene önce deneyin önemini kavramışlardı. Demek onların 
sesi pek duyulmadı. Uygarlığın beşiği olan görkemli Orta 
Dünya, son bir parıltıdan sonra, yavaş yavaş sonsuz ka- 
ranlığa gömülüyordu. 

Akılcılığın yeni topraklarındaki bir özgür zihin, Gali- 
leo Galilei, bir bardaktaki suyun yüzeyine usulca bir iğne 
bıraktı ve batmadığını gördü! Zavallı Aristo! 1900 sene 
sonra birisi çıkacak, suyun yüzeyine usulca bir iğne bıra- 
kacak ve güm! Pisa Kulesi'nden bırakılan ağır ve hafif ci- 
simler aynı hızla düşmüş! Bunun tevatür olduğunu, Pisa 
Kulesi'nde deney falan yapılmadığını söyleyenler de var. 
Ama Galile'nin akli argümanı olağanüstü: Bu da galiba bir 
düşünce deneyi oluyor (Bu laf da nerden çıktı bilmiyo- 
rum, basbayağı düşünce işte). Şimdi bak: İki elimize aynı 
ağırlıkta iki cisim alalım ve ellerimizi aynı anda açıp, bun- 
ları aynı seviyeden düşmeye bırakalım. Aynı anda yere de- 
gecekler. Sonra aynı cisimleri, ellerimizi biraz yaklastıra- 
rak açıp, düşmeye bırakalım. Aynı anda yere değecekler. 
Sonra aynı cisimleri, ellerimizi daha da yaklaştırarak açıp, 
düşmeye bırakalım. Aynı anda yere değecekler. Sonra 
aynı cisimleri, artık birbirlerine değer durumda düşmeye 
bırakalım. (Yani bunlar artık daha ağır tek bir cisim oldu- 
lar.) Aynı anda yere değecekler. Bu kadar! Demek ki hafif 
cisimlerle ağır cisimlerin, aynı yükseklikten bırakıldıkla- 
rında, yere değme zamanları aynı. 

Çekirge: Ne kadar güzel bir düşünce! 

Çerçi: Şimdi bu matematik değil de ne? İki tane obje 
var. Bunların arasında bir mesafe var. Bu mesafe her de- 
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ney baslangıcında azalarak sıfıra gidiyor. Her durumda 
yere düsme zamanları esit. Limitte de esit. Limitte 2 obje 
l objeye dönüşüyor. Hem süreklilik var, hem süreksiz- 
lik var, hem limit var, tamsayı var, gerçel sayı var... Şu 
Galile acayip adam. Aristo bu argümanı duysa ne yapardı 
acaba? 

Demek akıl da sanıldığından daha fazla işe yarayabili- 
yor. Ama ne olursa olsun, o usulca bırakılan iğneden son- 
ra artık deneysiz bilim olmaz. Kopernik'in muhteşem sis- 
temi de aslında Aristo'yu yalanlıyordu, ama o gezegenlere 
başka bir bakma biçimiydi, iğne ise bir gerçek. Acıtan. 
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Matematikte Deney Olur mu? 


Soru 19: Matematikte de deney olur mu Çerçi? 

Cevap 19: Hiç olmaz olur mu? Ben ortaokul öğrenci- 
siyken, Pisagor teoremini kontrol etmek amacıyla, kalın 
bir kartona bir dik üçgen ve onun kenarları üzerine kare- 
leri çizdikten sonra, kareleri dikkatle kesmiş, ve tanıdığım 
bir bakkala giderek, bir kefeye büyük kareyi, diğer kefeye 
de diğer iki kareyi koyup, terazinin dengede durup dur- 
madığına bakmıştım. Sonuç gayet tatminkârdı. Bu benim 
için bu teoremin doğruluğuna daha güvenilir bir delil ol- 
muştu. 

Çekirge: Şimdi biz böyle bir şey yapsak, hocalarımız 
bize gülerler, hatta belki de kızarlar! 

Çerçi: Vallahi, aslında ben de bu yaptığımı hocama 
söylememiştim. Keşke söyleseydim, belki hoşuna bile 
giderdi. Çocukluk işte, ben de çekindim herhalde. Fizik 
dersinde deneyler yapıyorduk, ama matematik için bu 
kimsenin aklından geçmiyordu. Matematik tamamen akıl 
işiymiş gibi görülüyordu. Oysa deney, gözlem ve akıl ara- 
sındaki sınırları belki de çok keskin çizmemek lazım. Ma- 
tematiğin temel kavramları belli netlikte ifade edilmeden 
önce, binyıllar boyunca ne gözlemler ve belki ne bilinçsiz 
deneyler yapıldı da, sonra akıl bunları biriktirdi, düzen- 
ledi, soyutladı, oralara geldi. Her eylem bir deney değil 
midir aslında? Cevapları dinlersen. Bazen bir şeyi isteme- 
den yanlış yaparsın, tabiat da senin istemeden sorduğun 
bu soruya cevap verir. Sen de istemeden bir deney yapmış 
olursun. Deneyim burdan mı geliyor acaba? Gözlemeden 
biriken “gözleyim” neden yok? O da deneyime katılıyor 
herhalde. Denemenin statüsü gözlemeden yüksek mi 
yoksa? Ne de olsa salt gözlemden daha aktif bir eylem. 
Kendiliğinden bir fanusta hapis kalmış bir güvercinle her 
gün karşılaşmıyorsun. Ama öyle gözlem deyip de geçme. 
Görme olayı inanılmaz derecede rafine ve aktif bir eylem. 
Belki akıl gözde bile başlıyor olabilir. 
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Her neyse, matematiği akılla başlayıp biten bir is san- 
mak çok yanlıştır. Gözlenene bir müdahale deney oluyor- 
sa şayet, beştaş oynarken taşları yere atmak bir deney de- 
gil midir? Ve taşları toplarken gene aynı sayıyı bulmak bir 
keşif değil midir? Peki gözlem düzeneğini bilinçli olarak 
değiştirmek bir deney midir? Şimdi ben daha iyi görmek 
için gözlükle baksam deney yapmış olur muyum? Ya da 
mikroskopla? Bir birikintiden bir damla su alıp mikrosko- 
ba getirmek gözlenene müdahale değil midir? Ya da elekt- 
ron mikroskobuyla baksam ne olur? O minnacık nesnele- 
ri görmek için fırlattığım elektronlar, baktığım nesneleri 
bozmaz mı? O zaman sadece gözlerken deney yapmış ol- 
maz mıyım? Teleskopu bilinçle belli bir yöne çevirmek 
nedir peki? Bu kararın arkasında yüzlerce, belki binler- 
ce yılın düşünce mirası ve son düşünenin muazzam bir 
hesabı varsa? Bir de orda yeni bir gezegen bulursak? Bir 
tahminimizi sınamak için yaptığımız bu eyleme basit bir 
gözlem diyebilir miyiz? Deney yaparken, kendimizi daha 
belirleyen, kurgulayan ve tabiata yaptığı müdahalenin so- 
nuçlarını gözleyen bir konumda algılıyoruz. Bu müdaha- 
leyi kendimize de yapabiliriz tabii. Mikrop içen doktorlar 
olmadı mı? Kendilerine ne olacak diye baktılar. Bu iste- 
meden de sürekli olmuyor mu zaten? Şimdi de genlerle 
oynanıp ne olacak diye bakılmıyor mu? Bu hep olmadı mı 
zaten? Organizmalar, iyi-kötü günler için sigorta kabilin- 
den, kendi genleriyle oynayacak mekanizmalar geliştirmiş 
olmalılar. Belki eşeyli üreme böyle bir şey değil midir? 
Her mutasyon bir deney değil midir? Bedeli bazen ağır 
ödenen. Biz böyle oluşmadık mı? Yani bugünün aklının 
içinde dünün deneyleri yok mu? Kant'ın “a priori”si aslın- 
da “a posteriori”. Bizim öğrenmeden bildiklerimiz, ataları- 
mızın bilmeden öğrendikleri. Daha yakın zamanlarda, adı 
bilinen bilinmeyen nice hemcinslerimizin gözlemlerinin, 
deneylerinin, düşüncelerinin bize kadar aktarılması bu- 
günkü aklımızın şekillenmesine katkıda bulunmadı mı? 
Daha da yakın zamanlarda kendi gözlem ve denemeleri- 
miz, bugünkü aklımızın oluşumuna katkıda bulunmadı 
mı? Ve bu süreç bütün hızıyla sürmüyor mu? 
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Öyle anlasılıyor ki, gözlem, deney ve akıl, bilimin bu 
üc primer enstrümanı, epeyce ic ice gecmis durumdalar. 
Aklın içinde deney var, deneyin içinde gözlem var, gözle- 
min içinde akıl var... 

Aklı kullanan her insan faaliyeti gibi, matematik de, 
örtük olarak da olsa, devasa bir gözlem-deney birikimi 
üzerine kuruludur. 

Sembol sembol deyip, o sembolleri, hangi puntoda, 
hangi renkte, hangi elle veya makineyle, hangi kâğıda 
veya tahtaya yazılmış olursa olsun, aynı sembol olarak al- 
gılama yetisini kendilerine evrimin bağışlamış olduğunu 
unutanların, bütün deneyimin öncesine gitme iddiasıyla 
sayıları mantıkla yaratmaya kalkmaları bana biraz tuhaf 
geliyor. Mantığı bilmem ama, matematik, etten kemikten 
yapılmış insanların, etraflarındaki dünyanın yapısını an- 
lamak için kurdukları model üretme atölyelerinden biri- 
sidir. Tabii böyle atölyelerde epeyce fantezi-modeller de 
üretilir. Modaevlerinde bile öyle değil mi? Defilede göste- 
rilenlerin kaçı giyiliyor? 

Gözlem yap, veri topla, model üret... Bu biraz çocuk- 
ça bir hikâyedir. Hangi gözlemi yapacaksın, hangi veriyi 
toplayacaksın? Zaten veri de doğrudan modele götürmez. 
Gözlediklerinle uyumlu birçok model olabileceği gibi, 
bir tane bile olsa, o da öyle apaçık göz önünde değildir. 
Gerçek kendini hep saklar. Görmek kolay değildir. Büyük 
modeller birer gözlüktür aslında. Hem gösteren, hem çar- 
pıtan. Yeni bir modeli denerken, zaten başka bir gözlük 
taşımakta olduğunun farkında olmayabilirsin. O zaman 
yeni modeli deneyemezsin bile. Bazen bütün gözlükleri 
çıkarmak gerekir. Ama geriye gözün kalıyor. Onu nasıl 
çıkaracaksın? 

Kolay işler değil yani. İnsan taraftır. Yapımız, etrafı an- 
lamak ve etrafla baş etmek için evrilmiştir. Organizmik, 
bireysel çıkarlar için. Tür çıkarı için bile değil. Belki gen 
çıkarı için. Kimin ufku bir kıta kadar? Elektronları kim 
görebilir? Bilim belki bunu aşan bir şeydir. Bu nedenle bi- 
lim bazen sağduyuya ters düşer. Onun için, model üreti- 
minde fanteziye hiçbir engel çıkarmamak gerekir. Sonlu- 
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ötesi sayıları “yaratan” Cantor, elestirilerden bunalınca, 
matematiğin özgürlük olmadan gelişemeyeceğini, bir 
kavram verimsiz ve faydasız çıkarsa onun zaten terk edi- 
leceğini, bu nedenle yeni arayışlara engel çıkartılmaması 
gerektiğini, “pür” veya “saf” denilen matematiğe aslında 
“serbest matematik” denilmesinin daha uygun olacağını 
yazarak isyan ediyordu! (Cantor, 5.182) 

Çekirge: O adamcağıza da çok çektirmişler herhal- 
de... 

Çerçi: Hiç sorma! Matematikte deney konusuna döner- 
sek, Cantor'un yaptığı da bir tür deneydi aslında. Düşün- 
ce deneyi. Böyle düşünürsek ne olur? İşin sonu nereye 
varır? 

Çekirge: O iş karakolda bitti demiştin. 

Çerçi: Evet. Ortaya bazı çelişkiler çıktı. Ama bu de- 
neyden alınan dersten sonra, bazı tedbirler alındı ve 
Cantor'dan geriye büyülü modeller kaldı. Onların akibe- 
tini de zaman gösterecek tabii. 

Çekirge: Ama bu bir düşünce deneyi imiş.Yanlış ha- 
tırlamıyorsam, “Düşünce deneyi de ne demek, basbayağı 
düşünce işte” demiştin. Şimdi de düşünce deneyine deney 
dedin. Oysa deney “Tabiata sormaktır” diyordun. 

Çerçi: Evet Çekirge, sen de mantıkçılar gibisin. Dik- 
katinden hiçbir şey kaçmıyor. Tabii ki haklısın. Düşün- 
ce deneyi zihinde cereyan ettiği için, onu düşünce olarak 
görmek daha doğru. Ama Cantor,“Şöyle düşünsem aca- 
ba sonu nereye varacak?” dercesine, üstelik epeyce risk 
alarak ve yepyeni kavramlar yaratarak bir düşünce ma- 
cerasına giriştiği için, içimden deney demek geldi. Ama 
matematikte, “Tabiata sormak” şeklinde deney arıyorsan, 
hiç merak etme, o da var! 

Çekirge: İşte bunu merak ettim! 
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Uzayın Şekli Nasıl? 


Çerçi: Bütün zamanların en keskin-akıllı matematikçi- 
lerinden biri olan Gauss, içinde yaşadığımız uzayın yapı- 
sıyla ilgili olarak, Öklid'in aksiyomlarından ve teoremle- 
rinden, ya da kendi akıl-yürütmelerinden çok, tabiatın bu 
konuda ne diyeceğini merak ediyordu ve onun vereceği 
cevaba daha çok güvenecekti: Bir üçgenin iç açılarının 
toplamının gerçekten 180 derece olup olmadığını sına- 
mak için, Almanya'da Göttingen-Braunschweig tarafların- 
daki üç tepenin zirvelerinin oluşturduğu üçgenin açıları- 
nı ölçmeye çalışmıştı! Ama ne yazık ki, büyük öğretmen 
Polya'nın dediği gibi, tabiatın evet'i şüpheli, hayır'ı kesin- 
dir. Tabiat, o günün ölçü hassasiyetleri içinde, şüpheli bir 
evet cevabı vermişti. Ama önemli olan şurası ki, Gauss, 
geometrinin tabiattan geldiğinin ve uzayı anlamak için 
insan zihni tarafından tasarlanmış bir model olduğunun, 
daha hassas gözlem ve deneylerin bizi gerçeğe daha yak- 
laşan başka modellere de götürebileceğinin, dolayısıyla 
Öklid'in formüle ettiği modelin imkânlar ölçüsünde test 
edilmesi gerektiğinin farkındaydı. Gauss'un bu arayışın- 
da matematiğin içsel dinamiklerinden kaynaklanan ve 
daha sonra üzerinde duracağımız ezeli bir soru yönlen- 
dirici olmuştu ve bunun Gordion düğümünün çözümü- 
ne benzeyen çözümü, matematiğe bakış açımızın tümden 
değişmesine ve matematiğin baştan aşağı yeniden yapı- 
landırılmasına yol açacaktı. Gauss, düşüncelerini yayım- 
lamamış olmakla birlikte, anlaşılan bu sorunu Bolyai ve 
Lobachevski'den daha önce çözmüş olmalıydı ve Öklid'in 
modelinin mi, yoksa çok egzotik görünen başka bir mo- 
delin mi uzayın yapısına daha iyi uyduğunu anlamak için 
tabiatın hakemliğine başvuruyordu! 

Çekirge: Yayımlasa iyi olurmuş ama! 

Çerçi: Şüphesiz. Ama bu düşüncesini açıklamak için 
zamanı erken bulduğu anlaşılıyor. Bu konuda kendine 
ısrar eden bir arkadaşına, “Milletin bağırmasını istemi- 
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yorum” diyor. [Ben “millet” dedim ama, o biraz ağır bir 
ifade kullanıyor. (“Böotiere” diyor, “kaba köylüler” gibi 
bir sey.)] 

Gauss'un ölçüm imkânları yeterli olmamıştı ama, yüz- 
yıl kadar sonra, 20. yüzyıl başlarında, genel görelilik teo- 
risinin telkiniyle yapılan bir gözlem ve ölçümden sonra 
(Güneş civarından geçen ışığın eğilmesi), Öklid geomet- 
risi nihayet yanlışlandı! Uzayımızın geometrisinin nasıl 
olduğunu henüz bilmiyoruz ama, o bir Öklid uzayı değil! 
Öyle anlaşılıyor ki, uzayımız küçük ölçeklerde Öklid uza- 
yı gibi davranıyor, ölçekler büyüyünce ondan sapma baş- 
lıyor; uzayımızın tamamının nasıl bir geometriye sahip ol- 
duğu hakkında henüz tam bir fikrimiz yok. Dünyayı önce 
düz sandık, sonra yuvarlak olduğunu anladık. Uzayımızı 
da düz sanıyorduk, ama öyle olmadığı anlaşılıyor. Acaba 
evrenin şekli nasıl bir şey? Üstüne üstlük ihtimal devamlı 
devinen de bir şekil... Daha yolun başındayız. 

Ama gördüğün gibi, matematikte gözlem de var, ölçüm 
de var, yanlışlanma da var. Matematiğin bilim olmadığını 
düşünenler, belki de bizim deneylerin binlerce yıl sürdü- 
günü göz ardı ediyor olabilirler. 

Öklid geometrisini bir bakıma bir uzay kuramı gibi de 
düşünebiliriz. 2000 seneden fazla o kuramla acayip işler 
yapıldı, Neptün keşfedilirken o teleskopun çevrileceği isti- 
kamet de o kuram çerçevesinde belirlendi, ama gün geldi, 
bu kuramın uzayı yeterince hassas açıklamadığı anlaşıldı. 
Aslında bir kuramla küçük işler yaparken de onu sürekli 
olarak kendi iç tutarlılığı açısından test etmiş oluyoruz. 
Eğer daha önce bir iç tutarsızlık ortaya çıkmış olsaydı, o 
dakka kuram terk edilirdi zaten. Bu anlamda, bir an için 
Öklid'den başlatırsak, ben bu deneyin ilk kısmını 2100- 
2200 sene sürmüş olarak görüyorum. Gauss'la başlayan, 
Einstein ve Eddington'la devam eden sınama süreci, ku- 
ramı gerçek uzayın bir modeli olarak yanlışladı. Bugün 
bu konuda çok daha hassas deneyler yapılıyor ve genel 
kanaat o ki, madde Öklid'in düz uzayını büküyor. Ama 
kuramın mantıksal bir iç tutarsızlığının olup olmadığını 
hâlâ bilmiyoruz. Bu anlamdaki sınama sürüyor. 
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Havalar Soğuyunca 


Matematiğin her şeyi olan, matematiğin birçok sarayı- 
nın üzerine kurulduğu temel olan gerçel sayıları da belki 
uzayın en en küçücük ölçeklerdeki yapısına dair bir ku- 
ram olarak görebiliriz. Bu kuram içinde de, yüz binlerce 
matematikçi her gün bunlarla hesap yaptığı halde, henüz 
bir iç çelişki ile karşılaşılmadı. Ama bu, gerçel sayıların 
uzayın gerçek süreklilik yapısına uyup uymadığı hakkın- 
da bir şey söylemiş olmuyor. Bu modeli yanlışlayabilmek 
için uzayın en küçük ölçeklerdeki yapısını, bugün oldu- 
ğundan çok daha iyi anlamamız gerekiyor ve bu daha 
büyük düşünce devrimlerine gebe görünüyor. Fizikçiler 
uzayın çok küçük ölçeklerdeki yapısının, bizim gerçel 
sayılar yardımıyla modellemeye çalıştığımız gibi düzgün 
ve kaygan değil, çok pürüzlü, çalkantılı, fırtınalı olabile- 
ceğini düşünüyorlar. Böyle bir durumda, gerçel sayıların 
yazgısı da, Öklid geometrisinin yazgısı gibi olur. Gerçel 
sayılar, gerçeğin daha kaba bir modeli durumuna düşer, 
ama kendi içinde mantıksal bir tutarsızlık ortaya çıkma- 
dığı müddetçe, matematiksel bir yapı olarak varlığını sür- 
dürür. 

Doğal sayılar da maddenin kesikli varoluş biçimleri- 
ne dair bir kuram olarak görülebilir. 19. yüzyılın önemli 
matematikçilerinden Kronecker'in her yerde zikredilen 
meşhur bir lafı vardır: “Doğal sayıları Tanrı yarattı, geri- 
si insan işidir.” Vallahi bilim öyle önyargısız ve pervasız 
bir hâkim ki, hiç Allah yarattı falan demiyor, yanlışlanan 
kuramı atıp, daha doğrusunu arıyor. Doğal sayıların ne 
kadar dayanacağını da zaman gösterecek. İnsanlar tarihsel 
olarak doğal sayılardan başlayıp gerçel sayılara ulaştı, ama 
tabiat sanki gerçel sayılardan yola çıkarak doğal sayılara 
ulaşmış gibi görünüyor, sisin şebneme dönüşmesi gibi, 
plazmanın soğuyup taneciklenmesi gibi... Bu konuda da 
şimdilik ne dense erken... Ama benim sezgilerim, doğal 
sayıların havalar soğuyunca oluştuğunu söylüyor. 
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Kant, Öklid geometrisinde ifadesini bulan uzay algı- 
mızın a priori olduğunu düşünüyordu. Bu, iki bakım- 
dan yanlış çıktı. Evrimsel geçmişimizi öğrenince, onun a 
posteriori olduğunu anladık. Önceden sahip olma değil, 
sonradan görme. Öğrenmeden bilinmiş değil, sonradan- 
öğrenilmişin aktarılmışı. Sonra da zaten biraz önce konuş- 
tuğumuz gibi bu modelin yanlış olduğu meydana çıktı. 

Gördüğün gibi matematikte de nesnel gerçekliğin bazı 
yönlerini anlayabilmek için modeller yapıyoruz, onları sı- 
nıyoruz, olmazsa atıyoruz, daha iyisini arıyoruz... 
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Bilim Dediğin Nedir? 


Bilim dediğin nedir ki zaten? Önce etrafımızda (tabii 
bizi de içeren) nesnel bir gerçekliğin olduğunu varsayıyo- 
ruz. Bu karmaşık gerçeklikle etkileşebilen bir duyusal ve 
motor donanımımız ve bir bilgi-işlem aygıtımız var. Dışar- 
da acayip şeyler var ve acayip olaylar oluyor. Acaba şöyle 
mi, yoksa böyle mi diye kendimiz birtakım modeller üre- 
tip, olan-bitenle karşılaştırıyoruz. İyi benzettiysek ne âlâ, 
yoksa atıp başka bir oyuncak yapıyoruz. Gerisi teferruat. 

Soru 20: Yani şimdi sonuç olarak Öklid geometrisi 
çöpe atıldı mı, atılmadı mı? 

Cevap 20: İçinde yaşadığımız gerçek uzayın bir mo- 
deli olarak, evet, çöpe atıldı. Ama modelin kendi içinde 
mantıksal bir çelişki yoksa, onu çöpe atmak yazık olur. 
Üstelik, Öklid geometrisi, yerel olarak, yani gerçek uza- 
yın küçük bölgeleri için diyelim, hâlâ çok güzel bir model 
ve gerçekten sapması da, aya gitmek dahil, bütün pratik 
problemler için, ihmal edilebilecek kadar küçük. Bu an- 
lamda, yanlışlanmayı da fazla dramatize etmemek lazım. 
Bir Popper'dır tutturmuşlar... Her model yanlıştır zaten. 
Yanlışlığın derecesi önemli. Bir metrede bir karış hata 
olursa, olmaz tabii. Ama biraz önce söylediğim gibi, Öklid 
geometrisi modelinin, kendi içinde mantıksal bir tutar- 
sızlık içerip içermediğini bilmiyoruz. Yani bir gün gelip 
de, sözgelimi birisi karmaşık birtakım çizimler sonunda 
bulunan üç doğrunun aynı noktadan geçtiğini gösterir, 
bir diğeri de bunların aynı noktadan geçemeyeceğini gös- 
terir... İşte bu küçük bir kıyamet olurdu! Matematikçile- 
rin bundan ödleri kopar. Bu netameli meseleyi daha sonra 
tekrar konuşuruz. Ama bir tutarsızlık içerdiği meydana 
çıkarsa, onu hepten çöpe atarız tabii. Tabiata, yerel olarak 
da olsa, bu kadar iyi uyan bir model mantıksal olarak tu- 
tarsız çıkarsa, çok şaşarım doğrusu. 

Matematikçiler model yapmaya çok meraklıdırlar. Ma- 
tematiğin bir model atölyesi olduğunu söylemiştim zaten. 
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Zihinlerindeki malzemelerle boyuna model yapıp durur- 
lar. Ve yaptıkları modellere kıyamazlar. Modelin bir iç tu- 
tarsızlığı yoksa, onu eskiciler gibi bir kenarda saklarlar. 
Hatta iş o noktalara gelir ki, neyi modellemek için yapıl- 
dığı belli olmayan modeller ortalığı kaplar. O zaman ma- 
tematik, tabiat bilimlerinden biraz uzaklaşmaya başlar. 

Matematiğin biraz önce birkaç örneğini konuştuğu- 
muz büyük modelleri doğrudan tabiatla bağlantılı ve çok 
kapsayıcı modellerdir. Ama bir süre sonra, bu büyük mo- 
deller içindeki fenomenlere yönelik daha dar, ama hâlâ 
oldukça geniş yeni modeller yapılır, sonra bunlar içindeki 
olgulara yönelik modeller, modeller için modeller ve bir 
süre sonra matematikçiler bu modellerin nerden geldiği- 
ni ve neden bunlarla uğraşmakta olduklarını unuturlar. 
Gerçeklikten kopuşla birlikte bunlara model de demezler 
zaten, bunlar artık “yapı”dırlar, pek çok yapı çeşidi var- 
dır, yapıların kendi sorunları vardır ve bir matematikçi 
büyük bir tutkuyla tek bir yapı içindeki tek bir problemin 
cazibesine kapılıp yıllarını seve seve verebilir. 

Fizik, kimya, biyoloji gibi tabiat bilimleri bu konuda 
daha katı ve gerçekçidir. İşe yaramayan model atılır. Ama 
burada da işler öyle söylendiği kadar siyah-beyaz değildir. 
Bir model uzunca süre hayatta kaldıysa, bu nedensiz de- 
ğildir ve bazı noktalardan yanlışlansa ve daha iyi modeller 
ortaya çıksa bile, eski model kendi geçerlilik sınırları için- 
de hâlâ işe yaramaya devam edebilir. Ama sıcak bir araş- 
tırma alanında ve yeni modellerin rekabet ettiği bir or- 
tamda, kimsenin, gerçeğe pek uymadığı apaçık anlaşılmış 
bir model için, “Ah, bu model ne kadar da güzel, iç yapısı 
ne kadar da zarif, ben bununla bir güzel uğraşayım” deme 
lüksü olmaz. Tutku, modele değil, gerçeğin kendisine yö- 
neliktir. Ama matematikçinin her zaman istediği “yapı” 
ile uğraşma, istediği gibi model yapma lüksü vardır. Yeter 
ki bunların bir iç tutarsızlığı olmasın. Ama onun bu faa- 
liyetinin öneminin ve değerinin ne kadar olduğu ayrı bir 
konudur tabii. 

“Uygulamalı” matematiğin de tabiat bilimlerinden farkı 
yoktur aslında. Uygulamalı matematik biraz talihsiz seçil- 
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mis bir terimdir, uygulamalı matematik diye bir matema- 
tik yoktur. Matematiğin her modeli, her yapısı, beklene- 
bilir veya beklenmedik bir şekilde, nesnel gerçekliğin bazı 
yönlerinin modellenmesi için kullanılabilir ve o zaman bu 
uygulamalı matematik olmuş olur. Ama bu eylem sırasın- 
da vurgu nesnel gerçekliktedir, amaç onun biraz daha iyi 
anlaşılmasıdır, model ikincildir. Geçen yüzyıl ortalarına 
kadar, matematiğin “sayılar teorisi” denilen alanında çalı- 
şanlar, kendi konularının hiçbir uygulamasının olmadığı 
ve olamayacağı ile övünürlerdi. Ama bugün onların yar- 
dımı olmadan bir banka havalesi bile yapamıyoruz. Ma- 
tematikte, Öklid geometrisi ve gerçel sayılar sistemi gibi 
büyük tabiat modelleri yapıldığı kadar, tabiatta olup biten 
küçük büyük her şey veya her olay için de modeller yapı- 
labilir. Salyangozun şekli için nasıl bir model yapabiliriz? 
Kar tanesinin şekli ya da oluşumu için nasıl bir model 
yapabiliriz (tabii salyangozun oluşumu için de aynı soru- 
yu sorabilirdik), bir sinir hücresinde aktivasyon iletisini 
nasıl modelleyebiliriz, bizim için önem taşıyan bir sayıyı 
bir başkasına iletirken onun üçüncü kişilerce tanınması- 
nı engelleyecek kadar deforme edilmiş bir modelini nasıl 
oluşturabiliriz?.. 
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Modeller 


Çekirge: Model deyip duruyorsun, biraz kafam karıştı, 
model deyince benim aklıma model uçaklar geliyor. 

Çerçi: Doğrusu daha iyisi gelemezdi. Sen hep işin özü- 
nü benden iyi yakalarsın zaten. Uçağın bir aslı var, bir de 
modeli var. Uçağın aslı karmaşık bir nesnedir. Model onu 
taklit eder. Daha küçüktür, daha basittir, ama onun bazı 
karakteristik özelliklerini taşır. Kanatları vardır, gövdesi 
vardır, tekerlekleri vardır, belki motoru vardır veya yoktur. 
Buna binip uçamazsın, ama kim görse bu bir uçak modeli 
der. Tabii aynı bir uçağın birçok farklı modelleri olabilir, 
aslına daha az ya da daha çok yaklaşan. Diğer yandan, bir 
modele bakınca, bu bir Cessna 182 modeli diyebileceğin 
gibi, yeterli detay yoksa, belki bu bir pervaneli uçak modeli, 
veya bazen ancak, bu bir uçak modeli de diyebilirsin. Çok 
detaylı modeller aslına daha çok yaklaşır, ama pahalı olur; 
diğer yandan daha basit modeller aynı anda birçok aslın 
modeli olabilirler. Bir modelin, aslına çok fazla yaklaşması 
da pek anlamlı değildir zaten, aslını al o zaman! Cessna 182 
için bile, ne kadar basit ve ucuz bir modele, bu bir Cessna 
182 modeli dedirtebilirsen, Cessna 182'yi o kadar iyi kavra- 
mışsın demektir. Tutup da üstüne Cessna 182 yazmak yok 
tabii. Zaten o model Cessna 182'ye benzemiyorsa, üstüne 
yazsan n'olur. Adama gülerler. Matematikte veya doğa bi- 
limlerinde de durum aşağı yukarı böyledir. Bizi ilgilendiren 
bir nesnenin veya olayın modelini yapmak istiyoruz. 

Soru 21: Bana bir kedi modeli yapar mısın? 

Cevap 21: İşte şimdi çattık belaya! Sen de hep zor soru- 
lar sorarsın zaten. Bak şimdi, bir hediyelik eşya dükkânına 
girsen, orda muhakkak seramikten ya da porselenden 
veya bezden yapılmış bir kedi bulursun. Bunları her gören 
kedi olduğunu anlar. Bu kedi midir, yoksa köpek mi diye 
tereddüde düşen kimseyi görmedim. Halbuki hiç kimse 
bunların içini açıp bakmıyor, bağırsakları var mı, kedi ba- 
Sırsakları gibi mi... Kediyi görünce tanımayan insan yok 
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gibidir, ama çoğu da hayatında kedi bağırsağı görmemis- 
tir. Demek ki bağırsaklar önemli değil. Zaten o gördükle- 
rin kedi de değil, onlar kedi modeli. Picasso demiş ya... O 
kedi değil, resim diye. 

Kedi görsen, onun bağırsakları olur ve onlar kedi ba- 
ğırsağı olur, köpek bağırsağı olmaz. Bak bu bir hipotez 
işte. Her istediğin zaman kontrol edebilirsin. Her kedi- 
nin içinde kedi bağırsağı vardır. Bu, kavrayış ve öngörüş 
gücümüzün ne kadar ileri gittiğini gösteriyor. Hayatında 
kedi bağırsağı görmemişsin, ama karşıdaki o hareketli 
nesnenin içinde kedi bağırsağı var diyebiliyorsun. Çok 
hayret ediyorum buna. Milyonda bir, bir mutasyon mağ- 
duruyla karşılaşacak olsan, o da senin şanssızlığın. Belki 
de şansın. Ne kadar ilginç olurdu. Kedi içinde köpek ba- 
gırsagı. 

Şimdi benden bir model yapmamı istediğin için sana 
bir kedi resmi yapabilirdim, ama o da elimden gelmiyor. 
Okuldaki biyoloji laboratuvarına gitsen, eminim orda 
güzel bir kedi modeli vardır. Her model, aslının farklı 
yönlerini yansıtabilir. Oyuncakçıdakiler kedinin sevimli- 
liğini, resimdeki bağımsızlık tutkusunu, laboratuvardaki 
iç organlarının ilişkilerini... Zaten karmaşık bir nesneye 
bütün yönleriyle çok yaklaşan bir model yapmak çok zor- 
dur, bir kedi yapmış gibi oluruz; üstelik fazla bir faydası 
da olmaz, çünkü model, bizim anlayabileceğimiz basitlik- 
te olmalı, aslının merak ettiğimiz yönlerini öne çıkarmalı 
ve mümkünse onu daha anlaşılır kılmalıdır. 

Şimdi buldum, senin için bir kedi fotoğrafı çekeceğim, 
bu da güzel bir model olur! Ama kediyi nerden bulacağım? 
Görsem muhakkak tanırım da, ... kedi modelini isteyen 
sendin, bana bir hatırlatabilir misin, kedi nasıl bir şeydi? 

Çekirge: Aman Çerçi sen de! Bilmezlikten gelip, sıkın- 
tıyı benim üstüme atmak istiyorsun. Sözlüğe bak bilmi- 
yorsan! 

Çerçi: Evet çok güzel. Bakalım... Bak ne yazıyor: 

“Kedi: Kedigillerden, köpek dişleri iyi gelişmiş, kas- 


ları çevik ve kuvvetli, evcil veya yabani, küçük me- 
meli hayvan.” 
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Şimdi burada “Kedigiller”i silsek, herhalde kalan kısım 
yeterli olmaz. (Üstelik bir de köpek geçiyor.) Onun için 
bir de Kedigiller'e bakalım: 


“Kedigiller: Kedi, aslan, kaplan, pars gibi hayvanları 
içine alan etçil memeli hayvanlar sınıfı.” 


Burada da Kedi geçiyor! Haydi onu geçip, aslan, kaplan 
ve parsı anlamaya çalışsak, bu defa onlar da kedigiller yar- 
dımıyla tanımlanıyor! 

Yani biz kedinin ne olduğunu bilmiyorsak, bu sözlük- 
ten biraz zor öğreniriz. Tekrar düşünelim istersen. Şu se- 
nin uçak modelleri çok öğretici. Şimdi, basit iki kanat ve 
bir gövdeden ibaret bir model düşünsek, bu model bütün 
uçaklar için, yani onların her biri için, bir model oluyor 
ve dolayısıyla bize bütün uçakları çağrıştırıyor. Başka da 
bir şey çağrıştırmıyor. En azından bana. Kedi kavramı da 
buna ne kadar benziyor! Evet, kedi kavramı bütün kediler 
için bir modeldir, yani tek tek her bir gerçek kedi için bir 
modeldir. Kolay kolay da başka şey çağrıştırmaz. Şimdi 
kedi korkusu olanları işe karıştırmayalım. 

Tabii bu arada, paradoks gibi görünse de, şuna da işaret 
edeyim ki, nasıl kedi kavramı gerçek bir kedi için özlü 
bir modelse, gerçek bir kedi de, kedi kavramı için, fuzuli 
detayları olan bir modeldir. Çünkü neticede bir şey bir 
manada öbür şeye benziyorsa, bu bir şey, öteki şeye mo- 
del olur; bu durumda da tabii, öteki şey de bu şeye ben- 
zeyeceğinden, kendiliğinden öteki şey de bu şeye model 
olur. Bu şey öteki şeye benziyor, ama öteki şey bu şeye 
benzemiyor diyecek değiliz herhalde. Ama aklı başında 
insanlar bir nesne ya da olay için model seçerken, bunun 
aslından daha karışık ve anlaşılmaz olmamasına dikkat 
ederler. Ama bilirsin işte, bazen insanlar basit bir şeyi ne 
kadar içinden çıkılmaz hale getirebilirler. 

Çekirge: Tabii bilmez olur muyum! Ne hakkında ko- 
nuştuğumuzu bile unuttum! 

Çerçi: Dur bak az sabret. Kedi modeli isteyen sendin. 
Ama kedileri tanımıyorsun. Bütün mesele de burda. Şimdi 
bana bütün kedileri göstersen, ben onlardan hareketle bir 
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kedi kavramı yaratabilir, yani onların hepsi icin gecerli bir 
model oluşturabilirdim. Ama bütün kedileri bilebilmen 
ve yakaladığın bir hayvana, veya o şey her neyse, kedi di- 
yebilmen için, baştan bir kedi kavramının olması lazım. 
Şimdi bu işin içinden nasıl çıkılacak? 

Kedi kavramını tanımlayabilmek için bütün kedileri 
bilmek lazım, ama bütün kedileri bilmek için de zaten 
bir kedi kavramına sahip olmuş olmak lazım! Vallahi o 
Aristoteles'i bulup bir sormak isterdim. Bizim üstümüze 
yıkıp gidiyor. Ama onu bulamayacağımıza göre, acaba 
kime sorsak? Belki farelere sormak en iyisi olabilir, çünkü 
kediyi en iyi onların tanıması lazım. Onlar anlıyor, biz 
nasıl anlıyamıyoruz? Ölüm-kalım öğreticidir. Öğreneme- 
yenler gitti. Öğrenenler kaldı. Senin boyun kadar kafası 
olan bir şey üstüne geliyorsa kaç. Bu zamanla bir şemaya, 
bir kedi modeline dönüşür. Bıyıklar, kulaklar, pençe... 
Bilemiyorum. Şansımız şurda ki bu canavarlar, onlar gibi 
olmayanlardan epey farklı. Belki de kavram oluşturmanın 
sırrı burdadır. Birbirlerine çok benzeyen şeyler var. Ve 
birbirlerine çok benzeyen başka şeyler. Ve birinci türden 
herhangi bir şey, ikinci türden herhangi bir şeyden epey 
farklı. Çok şanslıyız. Zaten başka türlü olsa, dünya hayat- 
ta anlaşılmazdı. Bazen sınır durumları da oluyor tabii. İn- 
sanı rahatsız eden. Sınırın bir yanı bu şey. Diğer yanı öteki 
şey. Başkası olmak için sınırdan geçmek lazım. Çok fazla 
da titizlenme. Birkaç kere boşuna kaçsan n'olur ki? 

Belki biz de kavramları böyle az sayıdaki örnekten tü- 
retip, zaman içinde olgunlaştırıyoruz. Birbirine çok “ben- 
zeyen” iki örnekten bir kavram yaratıp, yani bunlar için 
ortak bir model oluşturup, üçüncüye, işte bu da onlardan 
diyoruz. Bazen tek örnekten bile bir kavram yaratabiliriz. 
En kolayı. Modeli kendisi. Frankenstein. 

Peki 10 denilen şey nedir? Benim ellerimin parmakları, 
ve şu sürü için ortak bir modeldir: Bizim baş toklu, kara 
koyun, kıvırcık koyun, onun kuzusu, ebe koyun, alaca 
koyun, seken koyun, amcamın kara koyunu, kuzusu ve 
toklusu. Bu iki uçak için bir model yapacaksın. Diğer sa- 
yılar da benzer şekilde. Artık koyunlarını sayabilirsin. 
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Çekirge: Onlar nasıl uçak anlamadım ama, ben zaten 
koyunlarımı sayabiliyordum. Sen kendi başına iş çıkartı- 
yorsun. Üstelik onca laf ettikten sonra pat diye bitiriver- 
din. O kadar kolaysa baştan söyleseydin! 

Çerçi: Uçak dediğim, temsil olsun diye. Sen model 
uçakları seviyordun ya. Birinci “uçak”, “benim ellerimin 
parmakları”; ikinci “uçak” da şu sürü: “Bizim baş toklu, 
kara koyun, kıvırcık koyun, onun kuzusu, ebe koyun, ala- 
ca koyun, seken koyun, amcamın kara koyunu, kuzusu ve 
toklusu”. Bu iki uçak için bir model yapacaksın. Bunları 
uçağa benzetemediysen boşver. Bu iki topluluk için bir 
model yapacaksın. 10 denilen şey, bu iki topluluk için or- 
tak bir modeldir. 
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19. Yüzyılın Sancıları 


İşimiz daha bitmedi tabii, ama senin gibi sağduyulu bir 
çocuğun böyle konuşmasını anlıyorum; sen henüz tahsil- 
le fazla engellenmemişsin. Sayıların nasıl tanımlanacağı 
üzerine ne kıyametlerin koptuğunu bilsen şaşardın. 19. 
yüzyılın ikinci çeyreğinde Öklidyen olmayan geometriler 
devrimi yaşandıktan, Gauss'lar, Riemann'lar gelip geçtik- 
ten sonra bile, matematikçilerin sayıların mahiyeti hak- 
kında hâlâ açık bir fikirleri yoktu. 18. yüzyıl, diferansiyel 
ve integral hesabın coşkusu içindeki matematikçilerin 
pek uçarı bir şekilde neredeyse akıllarına geleni yaptık- 
ları bir yüzyıl olmuştu; bütün değerlerin sorgulandığı 
bir altüst oluş atmosferi, sanki matematikçilere bile bir 
cesaret ve kayıtsızlık veriyordu. Ama giderek işin tadı 
kaçmaya başlamıştı. Hadi belki bir Anglikan Piskoposun- 
dan (Berkeley)işitilen azarlar duymazlıktan gelinebilirdi, 
ama artık çoğu matematikçi kaygan bir zemin üzerinde 
yürüdüklerinin farkındaydı. Sonsuz küçüklerle ve sonsuz 
toplamlarla bu kadar da sorumsuzca hesap yapılamazdı. 
Euler bile olsan, 

1+444+.41+..=2 

yazmak ne demek oluyordu?! Üstelik, harmonik seri 

denilen soldaki toplamın anlamsızlığını, ya da en azından 

sonsuzluğunu, bile bile... (eşitliğin sağında, paydaki sayı- 
lar asal sayılar, paydadaki sayılar onların bir noksanı) 

Çekirge: Çok güzel bir formülmüş ama! 

Çerçi: Şair Eşref demiş ya: 

“Bir güzel mazmun buluncâ Eşrefâ 

Kendimi hicveylemezsem kâfirim.” 

Euler de bir güzel formül bulunca kendine oyun oy- 
namaktan cekinmiyordu. Bir de burdan, Öklid’e nispet 
edercesine asal sayıların sonsuzluğunu “ispatlıyordu”! 
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Sol taraf sonsuz olduğu için, sağ taraf sonlu olamazmış, 
dolayısıyla asal sayılar bitemezmiş! 

Çekirge: Harika! 

Çerçi: Daha neler neler! Bu Euler bir fenomendi za- 
ten. Tuzaklarla dolu bir bataklıkta üzerine basacak taş- 
lar bulup, inanılmaz bir içgüdüyle seke seke, doğru ol- 
duğundan şüphe etmeyeceğin, ama doğru olduğuna da 
inanamayacağın sonuçlara ulaşıyordu. Bak şimdi, sana 
1+ax+@x°’+..+ ax" diye bir polinom verilse ve 
bunun köklerinin (yani bunu sıfır yapan x değerlerinin) 
Xı,X,..., Xı(# 0) olduğunu bilsen, bu polinomu şöyle 
de yazabilirsin: 

l+ax + aX +... + x" = (1 — z) — Z) Ad — x) 


Çekirge: Tabii ki, bize ona benzemez ne ödevler veri- 
yorlar. Her iki taraf da aynı köklere sahipler; ayrıca x = O 
için de eşitler. 


Çerçi: Buradan, xlerin katsayılarını esitleyerek, 


e o I yazabiliriz. Herhalde sinüs fonksi- 
1 2 


yonunu on bunun kökleri, 0, +m, +27, +31, 


Sinüs fonksiyonu için şöyle başlayan bir “sonsuz top- 
lam” ifadesinin varlığı “biliniyordu”: 


r x x 
yp ada, 
Sinx = xX 6 + 120 wv 
an sinx _ gi 
x+ O için, x= 1 +70 


Şimdi Eulerin hokus pokusuna bak: Son eşitlikte her 
iki tarafın kökleri +r , + 2r , + 3r ,... olduğundan, şöyle ya- 
zabiliriz diyor: 
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Şimdi de x”nin katsayılarını eşitliyor: 


1 md. 
6 r? 4r? 9r? =, yanı 

1,1l, 1,1l i ai 
lItztgtigtaz5t-- g1! 


Çekirge: Çok güzelmiş. 

Çerçi: Çok güzelden biraz fazla. Euler bunu 1735'de 
bulduğunda, devrin matematikçileri neredeyse yüzyıldır 
soldaki toplamın kesin değerinin peşindeydiler. Doğal 
sayıların karelerinin terslerinin toplamı. Kendi oğluyla 
(Daniel Bernoulli) bile rekabete girip, onun bir çalışma- 
sının yayımını engellemeye çalışarak oğlunun sonucunu 
kendisi bulup yayımlamak isteyecek kadar hırstan gözü 
dönmüş olan büyük Johann Bernoulli bile, ters kareler 
toplamını hayatı boyunca bulmaya çalışmış olan Jacob 
Bernoulli'yi hatırlayarak, “Ağabeyim bunu görse ne kadar 
sevinirdi” diyor, Euler'in bu buluşu için övgüsünü nasılsa 
saklayamıyordu! 

Çekirge: Böyle bir adama nasıl büyük diyebildiğini an- 
layamıyorum. 

Çerçi: Matematikçi olarak büyük tabii, Johann Berno- 
ulli, Newton ve Leibniz tarafından yeni keşfedilmiş olan 
diferansiyel ve integral hesabın Avrupa'daki motoruydu; 
ama insan olarak, en azından bizim ölçülerimize göre, bü- 
yük değil. 

Euler'in bu sihirbazlığını ben de ilk öğrendiğimde afal- 
lamıştım. Bu akıl yürütmede tehlikeli bir güzellik vardı, 
başdöndürücü. Ama bu sonuç doğru muydu? Bir yandan 
argümanın büyüsü, diğer yandan iki değer için yapılan 
yaklaşık hesaplamaların uyumu bunda şüphe bırakmı- 
yordu. Lakin yapılan işin ispatla bir alakası da yoktu. Bu 
işin sonu nereye varacaktı? Üstelik tabii herkeste Eulerin 
içgüdüleri de yoktu ve doğru yanlış birbirine karışmaya 
başlamıştı. 

İhtilal yılında doğmuş olan, fakat ihtilalin çocuğu olma- 
yan Cauchy, o heyecanların geride kaldığı ve yeni toplum- 
sal düzenlerin kurulduğu 19. yüzyılın ilk yarısında, artık 
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bu ise bir dur deyip, limit kavramını yaratarak, diferansi- 
yel ve integral hesabı sonsuz kücüklerin lanetinden kur- 
tardı, sonsuz toplamlara bir cekidüzen verdi. Ama hälä, 
fonksiyon, süreklilik, gercel sayı gibi temel kavramların 
mahiyeti açıklığa kavuşmamıştı. Dirichlet gibi, fonksi- 
yon kavramına esas itibariyle bugünkü şeklini veren bir 
matematikçi bile, 1837'de bir fonksiyonun sürekliliğini, 
“değişken sürekli olarak değişirken, fonksiyon değerinin 
yavaş yavaş değişmesi”olarak tanımlıyordu. Burada beni 
şaşırtan, “yavaş yavaş” ibaresinden çok, “sürekli” sözcüğü 
idi. Sanki değişkenin sürekli olarak değişmesi apaçık bir 
şeymiş de, sorun fonksiyonun sürekli olmasının tanım- 
lanmasına kalmış gibi. Ama şunu da kabul etmek gerekir 
ki, Dirichlet'nin yaklaşımının asıl önemli yönü, tamamen 
“keyfi” fonksiyonları göz önüne alması idi. O zamana ka- 
dar, fonksiyon deyince, bir değişkene, belirli bir formül 
yardımıyla, belirli, bağımlı bir değerin karşılık getirilmesi 
anlaşılıyordu. Ama Dirichlet, bir değişkene tamamen keyfi 
değerlerin karşılık getirilmesine izin veriyor ve bunu çalış- 
ma başlığına da yansıtıyordu. Aslında Fourier de bu nok- 
taya gelmişti. Ama fonksiyonlar için süreklilik kavramının 
olgunlaşması biraz daha zaman alacaktı. En temel kavram- 
ların evrilmesinin bile kaç dâhi eskittiğini görüyorsun! 

Sürekli bir fonksiyon, grafiğini “elimizi kaldırmadan” 
çizebileceğimiz, yani “sıçrama yapmayan” bir fonksiyon 
olarak düşünülüyordu. Bu nedenle de grafiğin çok fazla 
“kırık” yapamayacağı, yani “az” sayıdaki nokta dışında 
grafiğin teğetinin olacağı (yani fonksiyonun türevinin 
olacağı) kabul ediliyordu. İstersen bir dene! 

Çekirge: Sürekli fonksiyon, grafik, teğet, türev... Biz 
10'un ne olduğunu anlamaya çalışıyorduk, bana sayı ma- 
ceranı anlatacağını söylemiştin, sonra başımıza modeller, 
deneyler falan çıktı, şimdi de bunlar. Ben artık ipin ucunu 
kaçırmaya başladım... 

Çerçi: Çok haklısın Çekirge, ama 10'u anlamak için 
başka bazı şeyleri de anlamak gerekiyor. 10, tek başına 
var olan bir şey değil. Tek tek gelseler halledeceğiz ama, 
sülalece geliyorlar. Üstelik bu sülale de büyük bir kabile- 
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ÜBER DIE DARSTELLUNG GANZ WILLKÜR- 
LICHER FUNCTIONEN DURCH SINUS- UND 
COSINUSREIHEN. 


VON 


G. LEJEUNE DIRICHLET. 


Repertorium der Physik, unter Mitwirkung der llerren Lejeune Dirichlet, Jacobi. Neumann, 
Riess, Strehlke, herausgegeben von Heinrich Wilhelm Dove und Ludwig Moser. 
Bd. 1, 1887, S. 152—174. 


Man denke sich unter a und b zwei feste Werthe und unter 7 cine ver- 
ünderliche Grösse, welche nach und nach ulle zwischen « und 4 liegenden 
Wertbe unnehmen soll. Entspricht nun jedem x ein einziges, endliches y, und 
zwar so, dass, während x das Intervall von « bis b stetig durchläuft, y = /(2) 
sich ebenfalls allmählich verändert, so heisst y eine stetige oder continuirliche”) 
Function von æ für dieses Intervall. Es ist dabei gar nicht nöthig, dass. y in 
diesem ganzen Intervalle nach demselben Gesetze von z abhängig sei, ja man 
braucht nicbt einmal an eine durch mathematische Operationen ausdrückbare 
Abhängigkeit zu denken. Geometrisch dargestellt, d. h. x und y als Abscisse 
und Ordinate. gedacht, erscheint eine stetige Function uls eine zusuunmenhän- 
gende Curve, vor der jeder zwischen ù wid b enthaltenen Atscise 'nur ein 
Punkt entspricht. Diese Definition sehreibt den einzelnen Theilen der Curve 
kein gemeinsames Gesetz vor; man kann sich dieselbe aus den verschieden- 
artigsten Theilen zusammengesetzt oder ganz gesetzlos gezeichnet denken. Es 


*) Da im Folgenden mur von stetigen. Funclionen die Rede sein wird. su kanu der Zusatz ohne 
Nachtbeil wegbleiben. 


Dirichlet'in “fonksiyon” ve “süreklilik” tanımları (1837). 


nin, gerçel sayılar kabilesinin, en önemli ailesi. O zaman, 
kabileyi anlamadan, bu aileyi de tam anlayamıyorsun. O 
kabileyi anlamak için de, kabile üyelerinin yakınlık iliş- 
kilerini, dayanışmalarını anlamak gerekiyor. Aralarından 
su sızmıyor. Artık yavaş yavaş hissediyordum ki, iç içe 
girmiş bu sorunlar bir şekilde birlikte çözülecekti. 
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Cekirge: Basa gelen cekilir. Demek simdi de antropolo- 
jiye falan girecegiz herhalde. 

Çerçi: Yok, o kadar değil. Bu bir benzetmeydi sade- 
ce. Ama 19. yüzyılın son çeyreğindeki sorunların ve çö- 
zümlerin izini sürersem, meseleyi belki daha iyi anlaya- 
bileceğimi düşünüyordum. Dönüşümün hazır sonucunu 
derslerde anlatıyorlardı ama, anlattıkları şeyler benim bir 
türlü tam olarak kafama girmiyordu. 

Çekirge: Tamam, tamam, öyle olsun. Şimdi seninle 
bunu tartışacak değilim. 

Çerçi: Peki. Ne diyorduk? 

Çekirge: Sürekli bir fonksiyonun grafiğinin çok fazla 
kırık yapamayacağı kabul ediliyordu... 
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Jurassic Park 


Cerci: Evet, ama matematikcilerin icine korku salan ilk 
canavarlar da ortaya çıkmaya başlamıştı ve bunlar bir süre 
sonra matematiği bir “Jurassic Park”a çevireceklerdi. 


Bolzano'nun her yerde sürekli, hiçbir yerde türevlenemeyen fonksiyonu. 


Bolzano 1830 civarında (ama yayın tarihi 19221) inanılmaz modemlikte bir konstrüksiyon veriyor 
[Thim]. Bunu biraz basitleştirerek şöyle ifade edebiliriz: 
Bolzano önce, herhangi bir f: (0,1) — IR, f(0) = 0, (1) = 1 sürekli fonksiyonuna şöyle bir 


dönüşüm uyguluyor: 


5 y8 . 3 
33%) x [og 
1 5 31 
GE a pis “la 
g/(51-3)*7 el 
1 L9 7 
s&t Egl] 
T dönüşümü, bir “fonksiyon fonksiyonu”: Senin fonksiyonu alıp, yeni bir fonksiyona dönüştürüyor. 
Bolzano şimdi de bu dönüşümü peş peşe uyguluyor: 


f TP, TT, KIŞTA... 


Limitte, aradığın garabeti buluyorsun. e sayısının transandant olduğunu gösteren Hermite gibi bir 
matematikçinin bile tüylerini diken diken eden bir fonksiyon! 
Ama oyun bitmedi: Yukarıdaki f fonksiyonunu nasıl seçersen seç, limitte aynı fonksiyona ulasıyorsun! 


PP is 


(08) = 0501 + (2x - 13) rn TM) TA) 


gü) =x TO) T?(g) T*(g) 
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Bolzano’nun ve Riemann'ın ancak çok dar bir çevreye 
yansıyan ilk örneklerinden sonra, Weierstrass 1872'de cini 
şişeden çıkardı: Berlin'de verdiği bir konferansta, sürekli 
olan ve fakat grafiği her yerde kırık olan, yani grafiğine 
hiçbir noktada teğet çizilemeyen (yani hiçbir noktada tü- 
revi olmayan) fonksiyonların varlığını gösteriyordu!! Bu 
haber bütün Avrupa'ya bir rüzgâr gibi yayıldı ve her yerde 
soğuk bir duş etkisi yaptı. Artık hiçbir şey eskisi gibi ol- 
mayacaktı. 

Bunun yanı sıra, daha az göze çarpan fakat daha önemli 
başka meseleler de vardı: 

Bir [a, b] aralığının ne demek olduğunu biliyorsun de- 
gil mi? 

Çekirge: Evet. a'dan büyük, b'den küçük sayıların kü- 
mesi. 

Çerçi: Nasıl sayıların? 

Çekirge: Gerçel sayıların. 

Çerçi: Çok güzel. Onlar ne demekse tabii... Peki, a ve 
b de dahil olsun. Bu aralık üzerindeki bir fonksiyonun a 
noktasındaki değeri f(a)=c ve b noktasındaki değeri f(b)=d 
ise ve fonksiyonun grafiğini elimizi kaldırmadan çizebi- 
liyorsak, o zaman fonksiyon c ile d arasındaki bütün de- 
gerlerden de gecmeliydi. Ayrıca, fonksiyonun aldığı de- 
Serlerden birisi en büyük değer, birisi de en küçük değer 
olmalıydı. Böyle şeyler nasıl gösterilebilirdi? 

la, b] aralığından sonsuz tane nokta alsak, bir yerde 
muhakkak bir yığılma olur muydu? 

Çekirge: Bunu anlayamadım. 

Çerçi: Yani Ja, b] aralığında muhakkak en az öyle bir 
nokta olur muydu ki, bizim seçtiğimiz noktalar içinde 
buna istenilen yakınlıkta noktalar olsun. Ne kadar yakın 
istersen o kadar. Daha yakın iste, daha yakın. Daha da 
yakın iste, daha da yakın. 

Artık apaçık anlaşılıyordu ki, süreklilik sorunu, gerçel 
sayıların ne olup olmadığı anlaşılmadan çözülemezdi ve 
bu mesele daha fazla ertelenemezdi. 

Bu sorunu galiba önce Weierstrass çözdü. Önce gerçel 
sayıları “inşa” edip, sonra da süreklilik için meşhur e - 6 
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tanımını verdi. Ancak hazret cogu kesiflerini yayımlamak 
yerine, derslerinde öğrencilerine anlatmayı tercih ettiğin- 
den... 

Çekirge: Ne hocalar varmış ama! 

Çerçi: Evet. Bugün olsa hapı yutardı! Bu nedenle 
Weierstrass'ın gerçel sayıları tam olarak nasıl tanım- 
ladığını bilmiyorum. Ama kendisi de Weierstrass'ın 
öğrencisi olmuş olan Cantorun verdiği izahata göre, 
Weierstrass'ın pozitif rasyonel sayılardan oluşan dizi- 
lerden yola çıktığı, gerçel sayıları böyle dizilerin topla- 
mı olarak (seri olarak) gözüne kestirdiği, fakat gereken 
mukayese, toplama, çarpma gibi işlemleri tanımlarken 
sadece sonlu toplamlarla iş gördüğü, dolayısıyla da tanı- 
mının, şöhretine layık bir şekilde, gayet dikkatli olduğu 
anlaşılıyor. 

Çekirge: Ben biraz önce geçen o e- meselesini merak 
ettim... 

Çerçi: Weierstrass bir fonksiyonun sürekliliği için 
bugün de hâlâ kullandığımız tanımı verdi. e-& ikilisi, 
Dirichlet'nin “yavaş yavaş”, “tedricen” değişme dediği 
olgu için Weierstrass'ın verdiği matematiksel tercümenin 
bir sembolü oldu. 

Bir f fonksiyonu bir x sayısını bir y = f(x) değerine gön- 
deriyorsa, bize herhangi bir £ > 0 sayısı verildiğinde, öyle 
bir 6 > 0 sayısı bulabilmeliydik ki, fonksiyonun tanım- 
landığı bölgeden, x sayısına uzaklığı 6'dan küçük başka 
herhangi bir x' sayısı alsak, buna karşılık gelen y' = f(x) 
değerinin y = f(x) değerinden uzaklığı da e’dan küçük ol- 
malıydı. Bu koşul, fonksiyonun x noktasında bir sıçrama 
yapmadığını ifade ediyordu, çünkü, gu istediğin kadar 
küçük seçebileceğin için, x noktasının küçük bir civarını, 
y değerinin senin istediğin kadar küçük bir civarına git- 
meye mecbur bırakıyordun. Bu koşul fonksiyonun tanım- 
lı olduğu bütün x sayıları için sağlanıyorsa, artık fonksi- 
yonun sürekli olduğunu söyleyebilirdik. 

Çekirge: Biraz dolambaçlıymış... 

Çerçi: Evet. Aslında basit gibi görünen rafine bir tanım. 
Fırsatımız olursa, buna tekrar döneriz. 
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Gercel Sayıların Pesinde 


Şimdi gene gerçel sayıların peşine düşelim. 1870'lere 
gelinirken, Weierstrass'ın yanı sıra başka birçok matema- 
tikçi de gerçel sayıların yapısı üzerinde düşünüyorlar ve 
bazı tanımlar veriyorlardı. Nihayet iki büyük isim, Cantor 
ve Dedekind, 1872'de birbirlerinden bağımsız olarak, do- 
ğal sayıların ve rasyonel sayıların ne olduklarının bilindi- 
ğini kabul ederek, gerçel sayı tanımları verdiler. Demek 
zamanın ruhu bunu istiyordu. (Bizim topraklarda zama- 
nın ruhu biraz farklıydı.) 

Gerçel sayıları, rasyonel sayılarla bir şekilde ulaşıla- 
bilen yeni “sayı büyüklükleri” olarak tanımlıyan Cantor, 
a,a,a,..., a,,... şeklinde, rasyonel sayılarla olusturul- 
muş ve şu koşulu sağlayan sonsuz dizileri göz önüne alı- 
yordu: Keyfi bir € > 0 rasyonel sayısı verildiğinde, (bu 
sayıya bağlı) öyle bir n, doğal sayısı var olsun ki, n >n,ve 
m > n, olduğunda, a, ve a, rasyonel sayıları birbirlerine 
e'dan daha yakın olsunlar (la -a| < £); yani indisler yete- 
rince büyük seçildiğinde, ilgili dizi elemanları birbirlerine 
istenildiği kadar yakın olsunlar. Böyle dizilere “temel dizi- 
ler” diyelim.Böyle bir dizi bir rasyonel sayıya “yakınsaya- 
bilir”: Yani öyle bir a rasyonel sayısı var olabilir ki, n indisi 
yeterince büyük seçildiğinde a, sayısı a sayısına istenildiği 
kadar yakın olur; ya da gene biraz daha resmi söylemek 
gerekirse, keyfi bir e > 0 rasyonel sayısı verildiğinde, bu 
sayıya bağlı, öyle bir n, doğal sayısı bulunabilir ki, her 
n > n, doğal sayısı için la -al < € olur. Cantor, bir temel 
dizinin, eğer bu dizi bir rasyonel sayıya yakınsamıyorsa 
(bir rasyonel sayıya istenildiği kadar yaklaşmıyorsa) ,yeni 
bir sayı büyüklüğü belirlediğini söylüyor; 

a, 4p did. VE b, b, b... bp.. şeklinde iki temel 
dizi verildiğinde, eğer,c,-a,-b,olmaküzere,c,c,c,..., 
c,,... temel dizisi sıfıra yakınsıyorsa (n yeterince büyük 
seçildiğinde c, elemanı sıfıra yeterince yakın oluyorsa), o 


zaman verilen iki temel dizinin aynı yeni sayı büyüklügü- 
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nü belirledigini ifade ediyor; sonra da, bu temel dizilerin 
belirledikleri yeni sayılarla ilgili ilişkileri, işlemleri tanım- 
lıyor, onların özelliklerini inceliyordu. Aslında Cantor'un 
kafasında, bir geometrik sayı ekseni üzerinde noktalarla 
temsil edildiğini düşündüğü bir sayı kavramı vardı ve on- 
larla ilgili işlemleri daha mazbut bir hale getirmeye çalı- 
şıyordu. 

Sonra ne olduysa oldu, insanlar, bir gerçel sayı, bir te- 
mel rasyonel sayı dizisine “denk” (onunla farkı sıfır dizisi 
olan) bütün temel dizilerin oluşturduğu kümedir demeye 
başladılar. Hatta şimdi 1. sınıf öğrencileri bile, pek asri 
bir şekilde, gerçel sayıları, temel diziler kümesi üzerinde, 
farkların sıfır dizisi olmasıyla verilen denklik bağıntısının 
denklik sınıfları olarak tanımlıyorlar. Oysa Cantor böyle 
bir şey söylemiyor, temel dizileri, kendi “gerçel sayıları” 
için bir tür göstergeler olarak anlıyordu. Yani ortada he- 
nüz bir kedi bile yokken, ya da Cantor'un zihninde bel- 
ki ancak sayı doğrusu üzerinde bir nokta olarak varken, 
ve Cantor o kediye yaklaşma yolları verirken, insanlar, o 
kedi, ona yaklaşılan yolların kümesidir deyiverdiler. An- 
kara nedir? Ankara'ya giden yolların kümesidir! Ya da 
diyelim ki, bir temel dizi aldık, buna denk olan bütün te- 
mel dizileri düşündük, bunlar bizim uçaklarımız, ve bu 
uçaklar için bir model yapmaya çalışıyoruz ve elimizden 
başka bir şey gelmeyince, model olarak, filonun tamamını 
alıyoruz! 

Çekirge: Bir de Dedekind'in yaklaşımını görmek ister- 
dim doğrusu... 
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Dedekind Kesitleri 


Cerci: Dedekind de aslında Cantor (ve baska herkes) 
gibi gercel sayıları bir dogru üzerindeki noktalarla temsil 
edilen sayılar olarak görüyordu (bir dogru üzerinde bir 
başlangıç noktası, bir ölçek ve bir yön verildikten sonra, 
her nokta, yön dikkate alınarak, başlangıç noktasından 
bu ölçeğin kaç katı uzaklıktaysa, o sayıyı temsil ediyor 
diye düşünülüyordu), ama o, belki diğerlerinden farklı 
olarak, bu sayıların, hatta bütün matematiksel kavram- 
ların, tümüyle insan zihninin yaratısı olduğunu düşü- 
nüyordu. 

Şimdi dikkatimizi bu anlamda doğru üzerindeki ras- 
yonel noktalara (yani başlangıçtan uzaklığı, ölçeğin ras- 
yonel bir katı olan noktalara) çevirelim ve ifade kolaylığı 
açısından, noktalarla sayıları geçici olarak aynı nesneler 
olarak düşünelim. Doğru üzerinde, rasyonel olmayan bir 
noktayı düşünürsek, bu nokta, bizim rasyonel noktaları 
(sayıları) iki kümeye ayırır: Kendisinden küçük olanlar ve 
kendisinden büyük olanlar. Bu kümelere A ve B diyelim. 
Şimdi bu kümelerin şu özellikleri var: 

e Herhangi bir rasyonel sayı, bu kümelerin birindedir. 

e Bu kümelerin her ikisinde birden bulunan bir rasyo- 
nel sayı yoktur. 

e Bu kümelerin her ikisinde de en az birer nokta vardır 
(yani iki küme de boş kümeden farklıdır). 

e Birinci kümenin her elemanı, ikinci kümenin her ele- 
manından küçüktür. 

İlk üç özelliği kısaca, © rasyonel sayıları göstermek 
üzere, 

eAUB=Q, 

eAnB=ß, 

eA#üve B#d 

şeklinde ifade edebiliriz. Bu üç özelliği taşıyan bir (A,B) 
küme-ikilisine, o'nun bir ayrışımı diyelim. En önemlisi 
dördüncü özellik. Onu da tekrar şöyle yazabiliriz: 
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eHerae€eAveherbeBiçina<b. 

Bu son özelliği sağlayan bir ayrışıma da Q üzerinde bir 
“kesit” ya da “Dedekind kesiti” diyelim. 

Şimdi aslında aynı işlemi, rasyonel bir nokta yardımıy- 
la da yapabilirdik. Böyle bir nokta da, kendinden daha kü- 
çük olanlar ve kendinden daha büyük olanlar şeklinde A 
ve B gibi, rasyonel sayılardan oluşan iki küme belirlerdi. 
Ama noktanın kendisi bu kümelerden hiçbirine ait olma- 
dığı için, yukarıdaki özelliklerden birincisi sağlanmazdı. 
Bu kusuru gidermek için, noktamızı A veya B kümesin- 
den birine katarsak, o zaman bu kusur da giderilir ve özel- 
liklerden dördü de sağlanırdı. 

Yani ister rasyonel olan, ister olmayan bir noktadan 
yola çıkıp, rasyonel sayılar kümesini, her dört özelliği- 
miz de sağlanacak şekilde, A ve B gibi iki kümeye ayıra- 
bilirdik. Amma! Bu iki ayırma biçiminin çok önemli bir 
farkı olacaktı: Eğer ayırmayı rasyonel olmayan bir nokta 
ile yapmışsak, A kümesinin bir en büyük elemanı olma- 
yacak, B kümesinin de bir en küçük elemanı olmayacak; 
fakat ayırmayı rasyonel bir nokta ile yapmışsak, artık bu 
noktayı hangi kümeye kattığımıza bağlı olarak, ya A kü- 
mesinin bir en büyük elemanı olacak veya B kümesinin 
bir en küçük elemanı olacaktı! 

Dedekind böylece, rasyonel sayılar bilindiğinde irras- 
yonel sayılara ulaşmak için bir yol bulmuş oluyordu: Şim- 
di artık doğruyu falan unutalım. Elimizde sadece rasyonel 
sayılar olsun. Rasyonel sayıları yukarıdaki dört özellik 
sağlanacak şekilde A ve B diye iki altkümeye ayıralım, bir 
diğer ifadeyle, Q üzerinde bir Dedekind kesiti düşünelim. 
Eğer A kümesinin bir en büyük elemanı veya B küme- 
sinin bir en küçük elemanı varsa, bu ayırma bizim için 
ilginç değil. Ama bu ayırmada, A kümesinin bir en büyük 
elemanı yoksa ve B kümesinin de bir en küçük elemanı 
yoksa, işte o zaman yaşadık, bu ayırma bizi bir irrasyonel 
sayıya götürür! Böylece Dedekind irrasyonel sayıları ras- 
yonellerden hareketle “yaratmış” oluyordu. Onlarla ilgili 
işlemleri ve onların özelliklerini de bu yolla ortaya koyu- 
yordu. 
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Dedekind’in çok önemli bir bulgusu da şuydu: Ras- 
yonel sayılarla, yeni yaratılan irrasyonel sayıların birlik- 
te oluşturdukları gerçel sayılar kümesi üzerinde de yeni 
Dedekind kesitleri tanımlayabilirdik: Gerçel sayıların bir 
(A, B) ayrışımını düşünelim ve A kümesinin her elemanı, 
B kümesinin her elemanından küçük olsun. Bu takdirde 
mutlaka, ya A kümesinin bir en büyük elemanı vardı ya da 
B kümesinin bir en küçük elemanı vardı (ve bu iki durum- 
dan birisi ve yalnız birisi söz konusuydu). Yani bu yolla ar- 
tık gerçel sayılardan hareketle yeni sayılar elde edemezdik. 
Aslında bu özellik bir bakıma gerçel sayıların “sürekliliği- 
ni” ifade ediyordu. Gerçel sayı ekseninde hiçbir “boşluk” 
yoktu. Oysa rasyonel sayı ekseni delik-deşikti. Benzer bir 
özelliği Cantor da kendi yöntemi için göstermişti. Temel 
diziler yöntemini gerçel sayılara uygularsan yeni bir şey 
elde etmiyordun. Ancak Cantor'un bu konudaki ifadeleri 
Dedekind'e göre biraz bulanıktı. İkinci kademe temel di- 
ziler yeni bir şey vermediği halde, Cantor sanki onlardan 
vazgeçemiyor ve onları bir tarafta rezervde tutuyordu. 

Rasyonel sayılar üzerindeki Dedekind kesitleriyle ir- 
rasyonel sayıların yaratılması epey hoşuma gitmişti, ama 
gene çok geçmedi, insanlar dediler ki, bir irrasyonel sayı, 
rasyonel sayılar üzerinde (A kümesinin en büyük elema- 
nının olmadığı ve B kümesinin de en küçük elemanının 
olmadığı) bir Dedekind kesitidir, yani belirtilen özellik- 
lere sahip bir (A, B) ikilisidir! Yani irrasyonel sayı, bu 
kesitin kendisidir! Oysa Dedekind, böyle bir kesit bir ir- 
rasyonel sayıyı yaratır (ona yol açar, onu belirler) diyor- 
du. Yani gene bir ipucu, bir işaret, onun işaret ettiği şeyin 
kendisi olarak alınıyordu. [Dedekind, 24 Ocak 1888'de H. 
Weber'e yazdığı mektupta, Weber'in daha önce kendisine 
yazdığı bir mektupta dile getirdiği “irrasyonel sayının, ke- 
sitin kendisi olduğu” görüşüne açık bir şekilde karşı çıkı- 
yordu.(Dedekind, 3.Cilt, 5.488) | 

Çekirge: İkisi de sonuçta benzer şeyler düşünmüşler, 
akıllarında doğrunun noktaları var, rasyonel noktaları 
bildiklerini düşünüyorlar ve rasyonel olmayan noktalara 
götürecek izler arıyorlar. 
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Cerci: Evet cok güzel söyledin Cekirge. 

“Herkesin maksüdu bir ammâ rivayet muhtelif” 

Velakin şimdi irrasyonel bir sayı, belli özellikte bir ras- 
yonel sayı dizisi mi, yoksa bu türden bir diziler kümesi 
mi, yoksa bir Dedekind kesiti mi, yoksa bunların işaret 
ettiği başka bir şey mi, nedir allahaşkına! 

Beni en çok rahatsız eden husus, bu durumdan kim- 
senin rahatsız olmamasıydı. Biz gerçel sayıları Dedekind 
kesitleriyle inşa etmiştik, bu nedenle gerçel sayılar bizim 
sınıf için Dedekind kesitleriydi; ama bizden sonraki sını- 
fın hocası gerçel sayıları Cantor'un dizileriyle inşa etmişti 
(Bu dizilere, onları daha önce kullanmış olan ve bunların 
gerçel sayılar içinde yakınsak olmalarını kanıtsız olarak 
ve pek tabii bir şeymiş gibi kabul etmiş olan Cauchy'nin 
anısına Cauchy dizileri diyorlardı), bu nedenle de o sı- 
nıf için gerçel sayılar rasyonel Cauchy dizilerinin denklik 
sınıflarıydı. Hele bu inşaat sonrasında eski rasyonel sayı- 
ların bu defa yeni kıyafetler içinde ortada dolaşmalarına 
kimse aldırış etmiyordu: Eski rasyonel sayı, artık ya ken- 
disinin belirlediği Dedekind kesiti olmuştu, ya da kendi- 
sinin belirlediği sabit diziye denk olan rasyonel Cauchy 
dizilerinin oluşturduğu denklik sınıfıydı. 

Bu sorularımdan birinin cevabını Cantor (o çalışmasın- 
dan 10 sene sonra) şöyle veriyordu: Eğer bir gerçel sayıya 
işaret eden sonsuz tane temel dizinin varlığı pek hoşunu- 
za gitmiyorsa, o zaman uygun bir yöntemle bunlardan tek 
bir tanesini seçin, örneğin ondalık yazım ya da “sürekli 
kesir” yöntemiyle belirlenen temel diziyi alın! Buradan en 
azından anlaşılıyordu ki, Cantor bir gerçel sayıyı birta- 
kım temel dizilerden oluşan bir küme, yani bir filo olarak 
değil, başka bir şey olarak düşünüyordu. Ben Cantor'la 
bir şekilde anlaşabilirdim, ama Frege, 1893'de (birinci 
cildi) yayımlanan Aritmetiğin Temel Yasaları adlı eserinde 
Cantor'u da Dedekind'i de alaycı bir dille acı acı eleşti- 
riyordu. Cantor'u, “gösterilenle gösteren arasındaki farkı 
bilmemekle” suçluyor, Dedekind'in “kesitler yardımıyla 
gerçel sayıları yaratmak” ifadesiyle ilgili olarak, “Yaratma 
eylemini yapabilmek için önce yaratmanın kurallarını or- 
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taya koyup inceledin mi?” diyordu. Daha önce de 1884’de 
yayımlanan Aritmetigin Temelleri adlı eserinde, matemati- 
ğin en temel kavramı olan sayıların bile hâlâ doğru-dürüst 
tanımlanamamış olmasını “utanç verici” olarak niteliyor, 
eleştirmedik şahsiyet bırakmadıktan sonra, nihayet kendi 
yaklaşımını ortaya koyarak doğal sayıları tanımlıyordu: 


“0, “kendisiyle aynı olmayan’ kavramına ait olan do- 
gal sayıdır. 
1, “O ile aynı kavramına ait olan doğal sayıdır.” 


Bu tanımları ben pek benimseyemedim, zaten Frege'nin 
öteki doğal sayıları nasıl tanımladığını da anlayamamış- 
tum. “Serbest matematik” dünyasıyla Frege'nin kimyala- 
rının uyuşmadığını herhalde artık anlıyorsundur. Ama 
şunu da teslim etmek gerekir ki, tam bitirildiği sırada 
(1902 sonları olmalı) Russel'ın mektubuyla berhava olan 
Aritmetiğin Temel Yasaları adlı kitabıyla mantığı ve ispat 
eylemini büyük ölçüde formalize etmiş, yani biçimsel bir 
işaret diline dökmüş olan Frege, gene de bütün matema- 
tiği formalize etmeye çalışan Hilbert'in ve bunun olanak- 
sızlığını gösteren Gödelin yürüyeceği yolların taşlarını 
döşemiş oldu. 
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Sayılar Nedir ve Ne Olmalıdır? 


Sayıları anlamak konusundaki yeni umudum, 
Dedekind’in 1888’de yayımlanan ve Was sind und was 
sollen die Zahlen (Sayılar nedir ve ne olmalıdır?) adını 
tasıyan kitabıydı. (Dedekind, 3.Cilt, s.335-391) (Yoksa 
“Ne olmalıdırlar?” mı demem lazım? Ya da “Sayılar nedir 
ve ne işe yararlar?” veya “Sayılar nedir ve niçin varlar?” 
Bilmece gibi bir başlık. Aslında bu başlık bana hep, “Bu 
sayılar da neyin nesi ve ortalıkta ne arıyorlar?” der gibi 
gelmiştir.) Söylendiğine göre Dedekind bu kitabında do- 
ğal sayıları halletmisti. Dedekind'in kesitler yöntemiyle ya 
da Cantorun Cauchy dizileriyle bir şekilde barışsam ve 
uzlaşsam bile, onlar rasyonel sayılardan işe başladıkları 
için, zaten rasyonel sayıları er geç ele alıp halletmem ge- 
rekiyordu. Frege de işe doğal sayılardan başladığına göre, 
en iyisi doğal sayılarla adamakıllı bir yüzleşmek olacaktı. 
Zaten onları bir ele geçirince, rasyonel sayılar pek sorun 
çıkaramazdı. O nedenle hemen bu kitaba sarıldım. 

Dedekind bu kitabın önsözüne, “Bilimde, kanıtlanabi- 
lir olana, kanıtsız inanılmamalıdır.” cümlesiyle başlıyor 
ve “sayı kavramının uzay ve zamanla ilgili bütün tasav- 
vur ve görülerimizden tümüyle bağımsız olduğunu ve saf 
düşünce yasalarının doğrudan bir dışavurumu” olduğunu 
belirtiyordu; kitabının başlığındaki soruya cevap olarak 
ve aynı zamanda da Kronecker'e cevap verircesine, “sayı- 
ların insan zihninin serbest yaratısı” olduğunu ifade edi- 
yor, “onların (sayıların), nesnelerin farklılığını daha kolay 
ve daha kesin olarak kavramamıza hizmet eden vasıtalar” 
olduğunu söylüyordu. Dedekind bu kitabında önce bir 
“sistem teorisi” (kümeler teorisi) geliştirerek, daha sonra 
bu çerçeve içinde doğal sayıları tanımlıyordu. 

Şimdi Sevgili Çekirge, artık bu noktada o “saf düşünce 
yasalarının” kökeninin ne olduğunu, evrimsel deneyi- 
mimizin burada nereye oturduğunu, bazı hayvan kar- 
deşlerimizin nasıl küçük doğal sayı kavramlarına sahip 
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Dedekind’in Sayılar Nedir ve Ne Olmalıdır? kitabının 1893’deki ikinci 
baskısının iç kapağı. (İlk baskı 1888) 
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olabildiklerini, yaratmanın ne kadar serbest olduğunu 
sormayayım. Frege'nin“yaratma” ile ilgili eleştirisi saklı 
kalmak üzere, bana öyle geliyor ki, tabiatta birtakım nes- 
neleri ve ilişkileri hammadde olarak hazır buluyoruz ve 
kendi zihnimizin olanakları içinde onların modellerini 
yapıyoruz. Tabii bu işte deneyim kazandıkça birtakım 
fantezi-modeller de üretiyoruz. Ama şaşırtıcı olan şurası 
ki, böyle bir fantezi model, tabiatta aktüel bir şey ola- 
rak var olmasa bile, bir şekilde tabiatın potansiyel ola- 
nakları içinde bulunuyor ve beklenmedik bir şekilde bir 
gün tabiatın daha iyi kavranmasına hizmet edebiliyor. 
Modelleri genellikle ince gerçeğe kaba yaklaşım olarak 
düşünürüz, ama bazı matematiksel modeller “Acaba 
bunlar kaba gerçeğe ince yaklaşım mı?” kuşkusunu akla 
getiriyor. 
Dedekind’in Sayılar Nedir ve Ne Olmalıdır? kitabının 
Onsözünün ünlü girişi. 
“Bilimde, kanıtlanabilir olana, kanıtsız inanılmamalıdır.” (...) 
“Sayılar insan zihninin serbest yaratısıdır.” 


Vorwort zur erjten Auflage. 4 


Mas beweisbar ift, foll in der Wifjenichaft nicht ohne Beweis 
geglaubt werden. So einleudtend diefe Forderung erideint, fo ift 
fie doh, wie ich glaube, jelbft bei der Begründung der einfachiten 
Wiffenihaft, nämlich desjenigen Theiles der Logit, welcher die Lehre 
bon den Zahlen behandelt, auh nad den neuejten Darftellungen *) 
noch feineswegs als erfüllt anzujehen. Indem ich die Arithmetit 
Algebra, Analyfis) nur einen Theil der Logit nenne, İpreğe ich 
idon aus, dağ ich den Zahlbegriff für gänzlich unabhängig don 
den Vorftellungen oder Anjhauungen des Raumes und der Zeit, 
daß id ihm vielmehr für einen unmittelbaren Ausflug der reinen 
Dentgejege halte. Meine Hauptantwort auf die im Titel diejer 
Schrift geitellte Frage lautet: die Zahlen find freie Schöpfungen 
des menjhlihen Geijtes, fie dienen als cin Mittel, um die Ver 
ichiedenheit der Dinge leichter und jhärfer aufzufalien. Durch den 
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Çekirge: “İnce gerçeğe ince yaklaşım” ya da “kaba ger- 
çeğe kaba yaklaşım” olsa, daha iyi olurdu herhalde. 

Çerçi: Kim bilir, belki öylesi de denk gelir, model neti- 
cede destekli atıştır. Ama, bir kere gerçeğin ne kadar ince 
ya da ne kadar kaba olduğunu bilmiyoruz. İkincisi, mode- 
lin gerçekle aynı incelikte ya da aynı kabalıkta olması sa- 
nıldığı kadar iyi olmayabilir. Gerçek, doğrudan anlayama- 
yacağımız kadar karmaşıksa, ki şimdilik öyle görünüyor, o 
zaman hiç olmazsa modelin, anlayabileceğimiz ve işimize 
yarayabilecek kadar basit olması iyi olur. Gerçekten daha 
ince model de, başka bir kabalıktır aslında. Lüzumundan 
fazla kibarlık gibi. Ama ince model bizim yaratımız olun- 
ca, kaba gerçekten daha kavranabilir ve dolayısıyla daha 
basit de olabilir. Bu konuda belki biraz boşuna da konu- 
şuyoruz, çünkü gerçek gerçektir, incelik, kabalık bize ait; 
gerçek orada duruyor, anlayabilirsen anla... 

Matematikçiler için modellerin iç tutarlılığının ne ka- 
dar önemli olduğuna değinmiştim. Bana kalırsa, bir mo- 
delin iç tutarlılığının olabilmesi için, o modelin bir şekil- 
de gerçekte bir karşılığının olması gerekir; gerçeğin bir 
yüzünün eskizi gibi; dağın kendisi olmasa bile, göldeki 
aksi gibi. Aksi halde, spekülatif, sürreel, dayanaktan yok- 
sun ve “henüz realize olmamış ya da olamayacak” dünya 
tasarımları yapmış oluruz bir bakıma. 

Dedekind'in gerçel sayıları da, bu anlamda kökeni- 
ni uzay algımızdan alan bir fantezi-modeldi. Yaratı çok 
serbest değildi, çünkü geometrik sayı doğrusu gözümü- 
zün önündeydi. Ama yaratı hayli serbestti, çünkü uzayın 
gerçek yapısını tam olarak bilmiyorduk. Dedekind, epey 
cesur bir şekilde, uzayın “sürekli” olduğunun düşünül- 
mesinin bir zorunluluk olmadığını, uzayın pekâlâ bizim 
algılayamayacağımız boşluklar içerebileceğini, belki de 
onun tanımladığı sayılarla bu boşlukları doldurabileceği- 
mizi düşünüyor ve ilginç bir örnek veriyordu: 


“A, B ve C gibi, bir doğru üzerinde bulunmayan 
öyle üç nokta seçelim ki, AB, AC ve BC kenarları- 
nın uzunluklarının oranı cebirsel sayılar olsun ve 
uzayda ancak öyle M noktalarını var kabul edelim 
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ki, MA, MB ve MC uzunluklarının AB uzunluguna 
oranı cebirsel bir sayı olsun. Bu takdirde, böyle M 
noktalarından oluşan uzay, kolayca görülebileceği 
üzere, her yerde süreksizdir. Ama bu uzayın sürek- 
siz olmasına, boşluklarla dolu olmasına rağmen, 
görebildiğim kadarıyla, Öklid’in Elemanlar'ında ya- 
pılan bütün çizimler, tamamen sürekli bir uzayda 
olduğu gibi, burada da aynen yapılabilir. Bu uzayın 
süreksizligi, Öklid'in bilimi tarafından hiç farkedil- 
meyecek, hiç hissedilmeyecekti.” (Dedekind, 3.Cilt, 
5.339) 


(Katsayıları tam sayılar olan bir polinomun kökü olan 
bir gerçel sayıya cebirsel bir sayı deniyor. Örneğin V2 - 1 
sayısı cebirsel bir sayıdır, çünkü, mesela, x? + 2x - 1-0 
denklemini sağlar. Sen istersen boş bir vaktinde cebirsel 
olmayan bir gerçel sayı bulmaya çalış, kaç gece uykusuz 
kalsan gene değer!) 

Şimdi tekrar “Sayılar nedir ve ne olmalıdır?”a döner- 
sek, 1889'da da Peano, Dedekind'den bağımsız bir şekil- 
de, gene doğal sayılar için bir tanımlama verdi. Demek ki 
artık meyve olgunlaşmıştı. 

Dedekind'in tumturaklı üslubuna, olaylara tepeden 
bakışına ve sayıların mahiyeti hakkındaki cesur düşünce- 
lerine hayrandım. Ama kullandığı matematiksel kavram 
ve gösterimler bana biraz ters geliyordu. Anladığım kada- 
rıyla Dedekind, 50 sene kadar önce geometride yaşanmış 
olan ve tüm hızıyla matematiği yeniden yapılandırmakta 
olan anlayışa paralel olarak, doğal sayılar şudur diye bir 
tanımlama vermiyordu. Peki ne yapıyordu? Doğal sayılar 
neydi? Diyordu ki, doğal sayılar öyle bir şeydir ki, şu, şu, 
şu özellikleri vardır. 

Soru 22: Tam anlayamadım, doğal sayılar nedir? 

Cevap 22: Doğal sayılar öyle bir şeydir ki, şu, şu, şu 
özellikleri vardır... 

Çekirge: İyi saatte olsunlar! Bir de şu, şu, şu özellikleri 
görelim bari! 

Çerçi: Bu özelliklere döneceğim Çekirge, ama dediğim 
gibi Dedekind bana biraz ters gelmişti ve onu sökmekte 
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zorlanınca, ders kitaplarına yöneldim. Birini acıp, birini 
kapatıyor, bu özelliklerin ne demek olduguna bakıyor- 
dum. Hepsi de sözbirligi etmiscesine, bu özelliklere söyle 
baslıyorlardı: 

Birinci özellik: 1 bir dogal sayıdır. 

Dogrusu buna bir anlam veremiyordum. Ne demek 
oluyor, “1 bir doğal sayıdır”? Ben doğal sayıların ve tabii 
özel olarak 1'in ne olduğunu merak ediyorum, bunlar da 
diyor ki, “1 bir doğal sayıdır”. Ben bunu nereye koyayım? 
Tam bir hayalkırıklığı yaşıyordum. Derslerde de hocala- 
rımızın doğal sayılarla, tam sayılarla ve rasyonel sayılar- 
la bir sorunlarının olmadığı anlaşılıyordu ve diferansiyel 
ve integral hesap dersine başlarken, bunlar malum deyip 
kısaca gerçel sayıları inşa ediyorlardı. Hocalarımda 19. 
yüzyılın heyecanını göremiyordum. Soran olursa, “1 bir 
doğal sayıdır” diye başlayıp, “Peano aksiyomları”nı yazı- 
yorlardı. Alman hocaların “Dedekind” değil de “Peano” 
aksiyomları demeleri, ulusal özgüvenleri epey yüksek bu 
insanlar için bana biraz tuhaf gelmişti. (Sonradan öğren- 
diğime göre bu husus sevgili Sait Eroğlu'nun da dikkatin- 
den kaçmamıştı.) Gerçi İkinci Harp'ten sonra dünya epey 
değişmişti. Vaktiyle matematiğin kutsandığı o küçük seh- 
rin sokakları, şimdi öğrenci yürüyüşleri ve 


“Unter den Talaren 
Muff von tausend Jahren” 


nidalarıyla çınlıyordu. 


“Cübbelerin altı 
Bin yıllık bunaltı” 


gibi bir şey. Biraz fazla serbest bir çeviri oldu herhalde, 
kusura bakma, vezin hatırına; küf kokusuna kafiye bula- 
madım. 

Biz de bazen abilerin arkasına takılıyorduk. Ama sanı- 
rım sosyal bilim öğrencileri daha bilinçliydi. Yemekha- 
nede biz okulla ilgili şeyler konuşurken, onlar dünya ile 
ilgili şeyler konuşuyorlardı. 

O günlerde bir hocamıza, Dedekind aksiyomları ile 
Peano aksiyomları arasındaki ilişkiyi sormuştum. “Onlar 
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aynı aksiyomlar, ama Peano’nun ifade bicimi daha pratik” 
türünden bir cevap vermisti bana. Peano’nun orijinal met- 
nini hälä görmüs degilim. 

[Bu karalamaları okuyan genç arkadaşım Ersin Üreyen, 
Peano'nun o makalesini dakkada bulmuş, önüme koydu. 
Kendisine çok teşekkür ediyorum. Biz onun yaşındayken 
(fizyolog arkadaşım Abdullah Arslan'la birlikte) ayda bir 
Eskişehirden otobüsle ODTÜ veya Hacettepe'ye gider, 
bazen geç kalınca Ulus'ta salaş bir otelde yatardık. Ara- 
dıklarımızı bulmuşsak, keyfimize diyecek olmazdı. Ama 
bazen bir derginin tam da aradığımız sayısı ya yerinde ol- 
maz, ya yitirilmiş olur veya hiç satın alınmamış olurdu; o 
zaman sinirden çatlar, daha sonra yurtdışından nazımızın 
geçeceği bir arkadaşa müracaat ederdik. Günümüzün ile- 
tişim olanakları bana gelecek için bir iyimserlik duygusu 
veriyor. Bir de Wikileaks'i düşününce... 

Ama bir de madalyonun öbür yüzü var. O zamanlar bi- 
zim için bir makale altın değerinde olurdu. Şimdi, 30 sene 
sonra, neredeyse bütün dünya genç arkadaşlarımın par- 
maklarının ucunda. Baş döndürücü bir dönüşüm. İnsanı 
savuran. Bazı gençlerimizin yılda 15-20 makale yazdıkla- 
rını duyuyorum. Ben yılda bu kadarını okuyamıyorum. 
Quo vadis?] 

Ama baslıgından onu Italyanca zannedip, nasıl olsa 
bunu okumam lazım diyerek İtalyanca'ya başladım, daha 
sonra başka bir makale yüzünden Fransızca'ya başladım 
(gençlik işte, o zamanlar bir kitabı anlamak için işe mat- 
baa mürekkebinin analiziyle başlamayı göze alacak kadar 
köktenciydim, o mürekkep kâğıda nasıl tutunuyordu, o 
lekeler anlamı nasıl kodluyordu, bu sihir değil de ney- 
di...) ve doğal dillerin benim kavrayış düzeyim için ne 
kadar zor ve ulaşılmaz olduğunu tekrar gördüm ve yıl- 
lar sonra Nasrettin Tusi'nin 5. aksiyom hakkında (ama 
Peano'nun değil de Öklid'in) ne düşündüğünü anlamak 
için Arapça'ya başlamadım. 

Hangi dile başlasam, bi tutturmuşlar, ben, sen, o, biz, 
siz, onlar! Sanki dünya bunlardan ibaret. “Ben, sen, o” 
küçük bir dünya modeli. “Ben”le “sen” ne kadar yakın. 
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Fonetik olarak bile. “Sen”e empati var. Ama “o” öteki. Bi- 
raz uzak ve tehditkâr. İsmi söylenmek istenmeyen. İnsan 
sevdiklerine “o” der mi? “Biz, siz, onlar” da sanki savaş 
ittifakı. Bizle siz dostuz; beraber onlara karşı. Doğal diller 
kabile dilleri. İnsan merkezli. Aslında bence en önemlisi 
“o”. Acaba “o” ne zaman sevimsiz bir öteki için değil de 
insansı olmayan bir nesne için kullanıldı? Bu amaç için 
ayrı bir kelime yaratmış olanlar acaba nesnel düşünme- 
ye daha erken mi başlayabildiler? Bilemiyorum. Her iki 
durumda da bu bir devrim olmuş olmalı. Ama aynı za- 
manda antropomorfizmin de nedeni. İnsansılığın nesne- 
ye projeksiyonu. Oradan büyü. Sonra din. Sonra bilim. 
Matematiğin kökünde büyü var. Daireyi çizdin mi Yezidi 
dışarı çıkamıyor. Sayı mistisizmi boşuna mı çıktı! Ama 
doğal dilin gücüne gene de hayranım. Doğal dilin yetme- 
diği yerde, doğanın dili. O da matematik işte. Galile'nin 
kulakları çınlasın. 

Alexander Caratheodory Tusi'yi keşke Fransızca'ya de- 
ğil de Türkçe'ye çevirmiş olsaydı. Neticede Osmanlı näzırı 
değil miydi? Ama İzmirli öğretmen Celal Saygın çevirmiş 
de ne oldu? Kimseler bulup okuyamadıktan sonra? Gali- 
ba basılmamış bile. Ne yazık değil mi? Orta Dünya böyle 
bir yer işte... Neyse Çekirge, kusura bakma, biraz daldım 
yine... Nerde kalmıştık? 

Çekirge: Hoca'na Peano'nun aksiyomlarını sormuş- 
tun. 
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Acık-Mavi Teorem 


Çerçi: Evet, daha “aksiyom”un ne demek olduğunu 
bile doğru dürüst bilmiyordum. Ben her şeyden evvel şu 
doğal sayıların ne olduğunu anlamaya çalışıyordum. O 
günlerde, Landau'nun 1930'da, hem meslektaşları hem 
de öğrencileri artık bu işi doğru dürüst öğrensinler diye 
Analizin Temelleri adında bir kitap yazmış olduğunu öğ- 
rendim ve içimde tekrar bir umut belirdi. Hemen kitabı 
bulup okumaya başladım. Kitapta öyle bir üslup ve eda 
vardı ki, sanırsın dünya yeniden yaratılıyordu. Ne de olsa 
Landau bu, evinin adresini sorana, “O Göttingen'in en gü- 
zel evidir, gayet kolay bulabilirsiniz” diyebilen... Sayıları 
daha tam tanımlamadan teorem numarası olarak kullan- 
dığı için, ola ki biri aklından geçirir diye, daha önsözün- 
de “Ne yapsaydım yani, açık-mavi teorem, koyu-mavi 
teorem mi deseydim?” diyebilen...Ama,“iki”yi tanımla- 
madan “iki durum” ifadesini kullanması ve “İki durum’ 
ifadesini tabii ki kullanıyorum, bu Almancanın bir ifade 
biçimidir”demesi içime biraz kurt düşürüyordu. 

Doğal sayılarla başlayıp, kompleks sayılarla biten 134 
sayfalık bu kitapçıkta 72 tanım ve 301 teorem vardı. Bun- 
dan korkmadım ve cesaretle devam ettim. Ama 2. sayfaya 
geldiğimde şu satırla karşılaştım: 

“Aksiyom 1: 1 bir doğal sayıdır.” 

Yok, artık bu kadarı fazlaydı. Landau da aynı tekerle- 
meyi tekrar ediyordu. Doğal sayıları bildikten sonra öteki- 
leri ben de inşa ederdim. Ama Landau bile böyle yaptıktan 
sonra... Galiba yavaş yavaş umudumu yitiriyordum. 
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Von Neumann'ın Kedileri 


Ama cok gecmedi, aslında daha 1923’de, von Neumann 
adında, fareler kadar zeki, genç bir öğrencinin, gene o dö- 
nemin kutsal Göttingen'inde, sanki bu işi artık ne uzatıp 
duruyorsunuz dercesine, alın işte, doğal sayı dediğiniz 
budur, demiş olduğunu öğrendim. Resmen farelerin yön- 
temini kullanıyordu. Bütün kedilerle uğraşamayız. Bir ta- 
nesi yeter. İşte kedi budur. Buna benzeyen ötekiler için de 
bir modeldir. Bu kadar. 

Frege ve Russell, von Neumann'ın kedisine benzeyen 
bütün hayvanatın oluşturduğu topluluğa kedi demek gibi 
bir yaklaşımı oturtmaya çalışırken, von Neumann, “Ha- 
yır” diyordu, “kedi somuttur, tektir, budur, çok istiyorsa- 
nız ona benzeyenlere de kedi deyin”. 

Kavramlara model olarak bakma yaklaşımımıza geri 
dönecek olursak, diyelim ki, elimizde her nasılsa dikkati- 
mize gelmiş bir topluluk var, bunların üyelerinin bir şe- 
kilde birbirlerine benzediğini görüyoruz, ama her üyenin 
de kendine mahsus özellikleri var, herhangi iki üye tam 
olarak aynı da değil. Ama üyeler arasındaki benzerlikler 
çok ilgimizi çekiyor, bu topluluktan vazgeçmek istemi- 
yoruz ve bu topluluğu kavramsallaştırmak için, bir model 
oluşturmak istiyoruz. Uçak modeli yapar gibi, bakınca bu 
üyeleri bize hatırlatacak, onların çok özel yanlarını göz 
ardı edecek, ama hepsinde ortak görünen tarafları öne çı- 
karacak bir model, bir eskiz, bir taslak, bir plan, bir kari- 
katür. Ama karikatürist olmak zordur tabii. 

Frege ve Russellın dediği, şuna varıyordu: Bu toplulu- 
ğun üyelerinin ortak bir modeli olarak, topluluğun kendi- 
sini alalım. Küçük bir şey için koca bir model! “Karikatürü 
kim çizerse çizsin, bilgi zaten toplulukta saklı” düşünce- 
si var. Bu anlayış bir bakıma Cantor'un ve Dedekind'in 
gerçel sayı inşalarında da vardı zaten ve benim içime tam 
sinmese de, bugün matematiğin gündelik pratiğinde adım 
başı kullanılıyor. Ne de olsa biçimsel bir rahatlığı var. Ka- 
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rikatür çizmekle kim uğraşacak? Karikatür hangi araçlar- 
la çizilecek? Karikatür çizmek kolay mı? 

Von Neumann'ın dediği ise şuydu: O sizin uçsuz bu- 
caksız topluluklarınızla kim uğraşacak, üyelerin birini ya- 
kalayalım ve diyelim ki, ortak model budur! 

Şimdi örnek olsun diye şöyle bir topluluk düşünelim 
(kolaylık olsun diye topluluğu ve üyelerini kümeler ola- 
rak veriyorum, bu gösterimi bilmeyen kalmadı zaten): 

{a, b, c}, {x, y, z}, (Ali, Veli, Mehmet), 

Koltuk, Masa, Sandalye}, 

Dün, Bugün, Yarın}, {a, b, yarın}, {Sen, Ben, x}, 
Kitap, Allıturna, Testere), {J,&, ©), 

8, (Ø), (Ø, {@}}}) 

Bu toplulugun üyeleri arasında bir benzerlik dikkatini 
cekiyor mu? 

Cekirge: Tabii, hepsi ücer elemanlı. 

Çerçi: Henüz üçün ne olduğunu bilmiyoruz. Bu ben- 
zerliği başka türlü ifade edebilir misin? 

Çekirge: Bizim parmak-hüner eşlemesini düşünürsek, 
evet,... bu topluluğun herhangi iki üyesi birbiriyle bire-bir 
eşlenebilir. 

Çerçi: Çok güzel. Şimdi bunlar bizim uçaklarımız. 
Bunlar için bir model yapmamız lazım. Bazı kişiler şöyle 
bir model yapabilirdi: Ill veya eee 

Bazı kişiler de diyebilirdi ki, o kümenin tamamı, ele- 
manlarının her biri için bir modeldir. Yani, 


{{a, b, c}, {x, y, z}, (Ali, Veli, Mehmet), 

{Koltuk, Masa, Sandalye}, {Dün, Bugün, Yarın}, 

{a, b, yarın}, {Sen, Ben, x}, 

{Kitap, Allıturna, Testere}, 

(I, %, ©}, (Ø, {9}, {9,{0}}}} 
topluluğu, örneğin {Kitap, Allıturna, Testere} kümesi için 
bir modeldir. 

Ama von Neumann diyor ki, bırakın böyle şeyleri, be- 
nim modelim şudur: 

9, {Ø}, (Ø, {9}}} 

Elinizde hiçbir şey yoksa bile, bir boş küme vardır her- 
halde. Onu alın (Ø), sonra onu içeren kümeyi alın ({®}), 


{ 
{ 
{ 
{ 
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sonra bos kümeyi ve onu iceren kümeyi birlikte iceren 
kümeyi alın ({®, {®}}), sonra da bunların hepsini birlikte 
içeren kümeyi alın, işte üç budur! 

Biraz fukara işi gibi oldu ama, ne kadar yalın ve ekono- 
mik bir tanım. İşte “üç” kavramı için von Neumann'ın ke- 
disi budur. Bu küme, yani (0, {Ø}, (0, {Ø}}} kümesi, {J, 
&, ©} kümesi, ya da (Kitap, Allıturna, Testere) kümesi 
için bir modeldir; bu küme, kendisi belki büyük toplu- 
luğun elemanı olmayan, ama elemanları bu kümenin ele- 
manlarıyla bire-bir eşlenebilen başka herhangi bir küme 
için de, örneğin (4, *, &} kümesi için de bir modeldir. 
Arak bu kümeyle bire-bir eslenebilen kümelere “üç ele- 
manlı” kümeler diyebiliriz. Yani farelerin yaptığı gibi, bir 
“kedi”yi gözümüze kestiriyoruz (0,(0),(0,(0))), sonra 
da buna “benzeyen” (yani elemanları bunun elemanlarıy- 
la bire-bir eşlenebilen) herhangi bir kümeye de “kedi” di- 
yoruz. Aslında bu sonuncuya “kedi” değil de, “kedi gibi” 
deseydik daha iyi olurdu. Ama fareler artık o kadar dik- 
kate lüzum görmüyorlar, onlar için önemli olan kedi gibi 
bir şey görünce kaçmak. Ama biz o dikkati gösterebiliriz: 
Bizim için (Kitap, Allıturna, Testere) kümesi “üç gibi”dir; 
ama “üç gibi” demiyoruz da, “üç elemanlı” diyoruz. 

Çekirge: Anladığım kadarıyla, üç elemanlı kümelerle 
zaten bir sorunumuz yoktu ki. Şimdi tutmuş bana üç ele- 
manlı kümeleri tanımlıyorsun. Bana “üç”ün ne olduğunu 
söyle! 

Çerçi: Demin söyledim ya! Üç, {®, {Ø}, (0, {9}}} küme- 
sidir. Üç elemanlı olmak demek de, bu küme ile bire-bir 
eşlenebilmek demektir. Bak bir taşla iki kuş vurmuş olduk. 
Şimdi söyle bakayım bana, bildiğin en büyük sayı nedir? 

Çekirge: Beni tuzağa düşürmek istiyorsun herhalde. 
Öyle bir sayı yoktur sanırım. Ne kadar büyük bir sayı dü- 
şünsek, hemen ondan bir fazlasını da düşünebiliriz. 

Çerçi: Valla o sayıları nasıl düşünüyorsun bilmiyorum 
ama, en azından adını bilmediğin sayılar vardır, değil mi? 

Çekirge: Tabii ki! Benim bildiğim adlar sonlu, ama sa- 
yılar sonsuz. Demek ki adını bilmediğim sayılar var. 

Çerçi: Vay vay vay! Sen bu işi çok ilerlettin. Şimdi son- 
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suzluga fazla bulasmayalım da, bir kenarından yaklasma- 
ya calısalım: 

Doğal sayılar denince, ben 1’den başlatmayı tercih edi- 
yorum ama, von Neumann'ın yaklaşımı sıfırı da epey do- 
gal kılıyor. Bu tabii neticede belki bir tercih meselesi ama, 
bence sıfır hiç de doğal bir sayı değil, yoksa insanları bu 
kadar uğraştırmazdı. Onun keşfi ve bağımsız bir şahsiyet 
olarak doğal sayıların yanında, hatta artık önünde yer al- 
ması çok uzun ve sancılı bir gelişme sonunda oldu. Ama 
şimdi buna girecek değilim. Von Neumann işe sıfırdan 
başladı: (Matematikçiler, tarihsel evrimin dolambaçlı ve 
dikenli yollarından geçip biraz selamete çıktıktan sonra, 
bu süreçleri tepetaklak edip, dışarıya karşı kibar ve cilalı 
bir görüntü vermeye meyillidirler ne yazık ki. Karşında 
her şeyiyle olmuş bitmiş muhteşem bir yapı görürsün, 
ama bunun ne çilelerle yapıldığını, nasıl ayakta durdu- 
gunu, nasıl ortaya çıktığını anlayamazsın. Büyük Felix 
Kleinin bundan acı acı şikâyet ettiğini hatırlıyorum. O 
pasajı bulursam sana okumak isterim. Matematiğin kav- 
ranmasında yaşanan sıkıntının nedenlerinden biri de bu 
olsa gerek. İnsan bile embriyonal gelişmesinde, biraz hız- 
lıca da olsa, evrimsel geçmişini tekrar ediyor; sanırım bir 
dönem solungaçlar bile oluşup kayboluyor. Matematiği 
öğrenirken de, o solungaçlı dönemleri hızlıca yaşasak ne 
güzel olurdu.) 

Evet, von Neumann işe sıfırdan başladı: 


0-0 
-(0) 
2-1(0,(0) 
3 = {Ø, (Ø}, (Ø, {Ø))}) 
4 = {Ø, (Ø}, 19,191}, (Ø, {0}, 10, (Ø) 
5 = {Ø, (Ø}, 18, (Ø)}}, 18, (Ø), (9, (Ø))}, (9, {Ø}, (0, 


{ 
{91}, (Ø, {Ø}, (Ø, (ØH) 
Çekirge: ve 5’e kadar geldi! 
Çerçi: Adam ne yapsın, satırlar çok kısa. Ama, eminim 
senin de fark etmiş olacağın gibi, bunları şöyle de yaza- 
biliriz: 


0=® 
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HANNEN ORD O ri 


Çekirge: Şimdi muradına erdin herhalde, nihayet 10'u 


tanımlamış oldun! 
Çerçi: Bir bakıma evet. Bakalım âyine-i devran ne suret 


gösterir. Ama 10 kavramı için von Neumann'ın kedisi bu- 


dur. Bunu istersen bir kere de açık olarak yazalım 
{ 
{ 
} 
Ø 
} 
} 
{ 
} 
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(Ø, {9}}, (Ø, {9}, (Ø, {011}, (Ø, {9}, (Ø, {01}, (Ø, (Ø), (9, 
(ØH, (Ø, {Ø}, (Ø, (Ø)), (Ø, (Ø), (Ø, (Ø), (Ø, {9}, (9, 
(Ø), 18, {9}, (Ø, {O1}, (Ø, (Ø), (Ø, (01, (9, (0), (9, 
(Ø), (Ø, {0}, 10, 101), (Ø, {Ø}, (Ø, (ØH, 0, (0), (9, 
(Ø), (Ø, (Ø), (Ø, (Ø), (Ø, (Ø), (Ø, (Ø), (9, {9}, (9, 
ta}, (Ø, {0}, (Ø, (Ø), (Ø, (Ø), 10, (Ø))), (0, (Ø), (9, 
(Ø), (Ø, {0}, (Ø, {O3}, (Ø, {9}, (Ø, {O1}, (Ø, (0), (9, 
(Ø, (Ø, {Ø}, (Ø, {9}}, (Ø, 19}, (Ø, (Ø)))), (0, (0), (9, 
(Ø), (Ø, (Ø), (Ø, (Ø), (Ø, (Ø), (Ø, (Ø), (0, {9}, (9, 
ww, (Ø, (Ø), (Ø, {Ol}, (Ø, (Ø), (Ø, (ØH), (6, (9), 
(Ø, (Ø), (Ø, {9}, (Ø, (ØHH, (Ø, {9}, (0, (90), (6, (9), 
(Ø, {511}, 19, {9}, (Ø, {O}}, (Ø, (Ø), (Ø, (ØHH, (0, (0), 
(Ø, {9}}, (Ø, {9}, (Ø, (Ø})}, (Ø, {9}, (Ø, {01}, (Ø, (Ø), (9, 
(Ø, (Ø, {0}, (Ø, {O}}, (Ø, {9}, (0, (0))), (Ø, (0), (9, 
(Ø), 19, {9}, (Ø, {Ø}, 19, (0), (Ø, (Ø), (Ø, {9}, (9, 
(ØH), (Ø, {Ø}, (Ø, (Ø}}, (Ø, 19}, (Ø, (Ø)))), (Ø, (0), (9, 
(Ø), (Ø, {9}, (Ø, (Ø), (Ø, (Ø), (Ø, (Ø), (9, {9}, (9, 
(ØH, (Ø, {9}, (Ø, (Ø)), (Ø, (Ø), (Ø, (Ø), (Ø, {9}, (9, 
(Ø, 18, {9}, (Ø, (ØH, (Ø, (Ø), (Ø, (Ø}), (9, (0), (9, 
(Ø), (Ø, {9}, (Ø, (Ø), (Ø, 101, 10, {O1 311) 
Çekirge: Bu bayağı besili bir kediymiş. Ama artık biraz 


abartıyorsun Çerçi! 

Çerçi: Hiç de değil. Bak ne kadar tutumlu ve düzenli 
bir yazım. Ne kadar az sembol kullanıyoruz: Boş küme 
sembolü, aç parantez, virgül, kapa parantez,... Behçet 
Necatigilin dediği gibi: 

“Aç parantez, doğum tarihi, virgül, ölüm tarihi, kapa pa- 
rantez...” 

Çekirge: O şiirdeki “çizgi” idi, virgül değil! 

Çerçi: Vay canına, demek bu şiiri sen de biliyorsun! 

Çekirge: Hep sen mi bileceksin. (Bu soru değil hü- 
küm!) Hem biz şimdi sayıları öyle çarşaf gibi değil, iki 
sembolle ve çok daha kısa yazabiliyoruz. 

Çerçi: O nasıl oluyormuş? 

Çekirge: Sıfır ve birlerle. Bilgisayarlar da o dilden an- 
lıyorlar zaten. 

Çerçi: Haa, şu mesele. Çok istersen ben tek sembolle 
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de yazabilirim. Bunu sadece eski insanlar degil, Hilbert 
bile yapıyordu. Al sana on: 

NNENANUNU 

Çekirge: O da uzun oldu, al sana on: 1010 

Çerçi: O bin on olmadı mı? 

Çekirge: Şaka yapıyorsun herhalde. On tabanına göre 
okursan öyle olur, ama iki tabanına göre okursan on olur. 
Sağdan başlıycaksın. En sağdaki birler basamağı, sonra 
ikiler basamağı, sonra dörtler basamağı, sonra sekizler ba- 
samağı. İkiler ve sekizler basamağı dolu olduğuna göre, 
demek ki sayımız on. 

Çerçi: Evet Çekirge, bu taban işi gerçekten çok büyük 
bir icat. İnsanlığın en büyük icatlarından. Ama bir sayıyı 
belli bir tabana göre yazmak için, önce bu sayıların elimiz- 
de olması gerekir. Üstelik biraz önce benim kullandığım 
tekli ve senin kullandığın ikili sembol dizgeleri göründük- 
leri kadar masum değildir. Bi kere bunlar küme değiller. 
En azından, sen bunlara uygun bir küme kıyafeti giydirene 
kadar küme değiller. 19. yüzyılın son çeyreğine gelindi- 
ğinde ve sayılar için artık güvenli bir temel arayışı mate- 
matiğin en öncelikli kaygılarından biri haline geldiğinde, 
matematik için yeni bir dil yaratma arayışına girildi. Bu 
dili yaratanların, Dedekind ve Cantor gibi, sayıları bir te- 
mele oturtmaya çalışan insanlar olması tesadüf değildir. 

Bu insanlar kendilerine şu soruyu soruyorlardı: Sayılar 
neden yapılmıştır? Hatırlıycaksın, Milette, “Dünya neden 
yapılmıştır?” diye sorulmuştu. Havadan veya sudan olma- 
sı önemli değildi. Ama etraftaki zenginliğe ortak bir payda 
aranıyordu. 

Matematikte de o büyülü 19. yüzyılda büyük bir zengin- 
lik oluşmuştu, ama ortalıkta çeşitli türden sayılar, denk- 
lemler, fonksiyonlar, diziler, seriler, sıralı-koordinatlar, 
eğri uzaylar vs.vs. gibi her biri ayrı telden çalan bir sürü 
kavram dolaşıyordu. Bu kavramlar neden yapılmıştı? 

Çekirge: Hayal gücünden herhalde! 
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Temel Töz Olarak Kümeler 


Cerci: Sen de “serbest matematikci” olacaksın anlasılan! 
Ama biliyorsun hayal gücünü sınırlamamak ama biraz 
denetlemek gerekiyor. Matematikçiler neticede ressam 
da değiller. Benim empresyonum böyle deyip geçemez- 
ler. Kavramlar birbirine çok katlı ilişkilerle bağlı, bir taş 
oynadı mı duvar çökebiliyor. 19. yüzyılın son çeyreğinde 
Cantor ve Dedekind'in zihinlerinde ortaya çıkan ve 20. 
yüzyılın ilk çeyreğinde, özellikle Zermelo'nun ellerinde 
olgunlaşan küme kavramı, maddi dünya için Thales'in 
suyu, Anaximenes'in havası gibi, matematiksel nesnelerin 
dünyası için bir temel töz olmaya adaydı. Her şey bundan 
yapılırsa, matematiksel nesnelerin o karmaşık ve esra- 
rengiz ilişkiler ağı, belki biraz daha şeffaf, anlaşılır ve gü- 
venilir hale gelebilirdi. Şu an için tek bir örnek vereyim, 
Descartes'dan, Fermat'dan beri (belki çok daha önceden 
beri) düzlemdeki noktaları adreslemek için kullanılan 
“koordinat çifti” ya da “sıralı sayı ikilisi” ne demekti mese- 
la? Bu ilksel bir kavram mıydı, yoksa küme dilinde ifade 
edilebilir miydi? 

1914’de Hausdorff bir (x, y) koordinat çifti için, küme 
dilinde, şu yorumu verdi: 

lx 1), y, 2) 

Bak, ne olduğunu bilmediğimiz yuvarlak parantezler 
yok artık, sadece küme parantezleri ve elemanlar var. 
Aynı yıl, Wiener (evet o sibernetikçi Wiener) (aşağı yu- 
karı) şu yorumu vermişti: {{x, Ø}, {y}}. Bunların küçük 
mahzurları vardı ve 1921’de Kuratowski bugün de kul- 
landığımız şu yorumu getirdi: {{x}, {x, y}}. Bu tanımla, 
beklediğimiz üzere, (x, y) = (z, t) olmasının x=z ve y=t 
durumunda, ve ancak bu durumda mümkün olduğunu 
sen de hemen görebilirsin. Bak küme tözümüz ne kadar 
ise yarıyor. Sıralı ikili deyip geçme, artık önümüzde asfalt 
yollar açılıyor, mahiyetleri üzerinde uzun süre uzlaşıla- 
mayan “fonksiyonlar”, sıralı ikililerden oluşan kümelere 
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dönüsüyor; diziler, dogal sayılar kümesi üzerinde tanımlı 
fonksiyonlara dönüsüyor; n-boyutlu uzaylar ardısık sıra- 
lı ikili kümelerine yani sıralı n-li kümelerine dönüşüyor 
[örnegin bir sıralı (x, y, 2) üçlüsü, ilk terimi de bir sıralı 
ikili olan ((x, y), z) sıralı ikilisi olarak düşünülebilir; (x, y, 
z, t) sıralı dörtlüsü, ilk terimi bir sıralı üçlü olan bir sıra- 
lı ikili gibi düşünülebilir vs.]; eğri uzaylar önce bunların 
altkümesi olarak kendilerine yer bulup, sonra gene küme 
giysileri içinde bağımsızlıklarını ilan ediyorlar, bilinen 
her matematik alanı kendini bu dilde ifade edebiliyor ve 
kümeler istediğin her türlü yapıyı kurabileceğin bir inşaat 
malzemesine dönüşüyordu. Bir boş kümeden ve “elinde 
belli bir anda hangi kümeler varsa onlar yardımıyla yeni 
kümeler oluşturmak için kullanabileceğin birkaç kuraldan” 
yola çıkıp saraylar kuruyorsun! Bu teorinin temelleri bi- 
raz sallanmaya başlayınca, Hilbertin “Cantor'un yarattığı 
Cennet'ten bizi hiç kimse kovamamalıdır!” demiş olması- 
nı insan çok iyi anlıyor. 

Doğal sayılar da von Neumann'ın kedileri olarak işte 
böyle küme dilinde birkaç işaretle tanımlanıveriyordu: 

İlk sayımız: sıfır - O. 

Belli bir yere kadar gelmişsek, diyelim n'yi tanımlamış- 
sak, 

“nden sonra gelen sayı” = n U {n} 

Bu kadar! Bak şimdi: 

sıfırdan sonra gelen sayı = ® U f 

Vden sonra gelen sayı = 1 U {1} = { 

Zden sonra gelen sayı = 2 U {2} = {Ø, {Ø} U {{Ø, {ØH} = 
8, {9}, (Ø, {(Ø}}} = 3, vs. 

Artuk 

LELETEI, on, 10, 1010, X, 

gibi gösterimler, von Neumann'ın bir kedisinin (gös- 
terilenin) göstergesi(göstereni)dirler. Bunların kaydını, 
kodunu kendin nasıl istersen tutarsın. Tarih boyunca 
da binlerce gösterim sistemi kullanıldı. Ama bir sayının 
içinde, taban dediğimiz başka yardımcı bir sayının kuv- 
vetlerinin nasıl yerleştiğine bakan; aynı sembollere, farklı 
mevkide duruyorlar diye, farklı anlamlar yükleyebilen; 
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ve mevkiler karısmasın diye sıfırı kullanan bugünkü sayı 
yazım sistemimiz, ne kadar harikulade bir gösterim. Bu- 
ram buram kavrayıs kokuyor. Nerdeyse piktografik diye- 
sim geliyor. Piktosembolik desem olur mu acaba? Neyse, 
simdi uydurmayayım. Ama insan zihninin bu gercekten 
harika yaratısına hayranım. Cocuklarımız nasıl bir mirasa 
konduklarının, bakkallarımız ne kadar dähiyane bir siste- 
mi kullanmakta olduklarının farkında değiller. Babilliler 
601 taban alarak hemen hemen bu sistemi kullanıyor- 
lardı ve sıfıra da ne kadar yaklaşmışlardı. Parmaklarının 
ucuyla dokundular, ama ihtimal çekindiler. Bu konudaki 
tereddütleri nedeniyle bazen mevkileri karışıyordu. Bir 
basamakta bir şey olmadığını göstermek için oraya bir 
şey koymak... Olmayan bir şeyi, var olan bir şeyle temsil 
etmek. Sıkıntının nedeni bu muydu? Olmayana varlık at- 
fetmek... Olmayanı var etmekten bile zor sanki... Sıfırla 
sihirin bir alakası var mı bilmiyorum ama, insanlar aslın- 
da sihire her zaman yakındılar. Asayı yılana dönüştürüp, 
olmayan yılanı var edebilirdin. Hatta daha iyi bir sihirba- 
zın, asa da kullanmadan, olmayan yılanı var edebileceğini 
düşünebilirdik. Hatta, olmayan yılanı var etmek kolay, 
belki olmayan elektavmus'u bile var edebilirdik. Ama ol- 
mayanı, dönüştürmeden var kılmak... Az buz bir iş değil 
doğrusu. Her neyse... 
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Kabile Günleri 


Von Neumann'ın sayılarıyla aslında istedigimizden bi- 
raz fazlasını yapmış olduk. On ondur ve dokuz dokuzdur, 
bunlar bir anlamda bazı kümelerin çokluk ölçüleridir. 
Bunları bir testiye konmuş çakıl taşları olarak düşünebili- 
riz. Dışardan baktığımızda testide kaç tane çakıl taşı oldu- 
ğunu bilmiyoruz. Diyelim ki elimizde yirmi tane testi var, 
birinde bir çakıl taşı, diğerinde iki çakıl taşı, bir diğerinde 
üç çakıl taşı, vs. ve nihayet bir diğerinde yirmi çakıl taşı 
var. Testilerin üzerine de harbo, darbo, hinda, finda, alin- 
da, lokusta, zigunda vs. gibi sayı isimleri yazılmış. Testiler 
kulübede karışık olarak duruyorlar. Şimdi bize bir koyun 
sürüsü getiriyorlar ve kabilenin matematikçileri olarak, 
sürüde kaç koyun olduğunu söylememizi istiyorlar. Biz 
eski teorilerimize dayanarak biliyoruz ki, bu testilerden 
ancak birisi, o da uyarsa, bu sürüye uyacaktır ve başlıyo- 
ruz denemeye: Önce bir testiyi alıp ters çeviriyoruz, artık 
içinden kaç tane çakıl taşı çıkarsa, onları koyunlarla eşle- 
meye çalışıyoruz, başarırsak iş tamam, testinin üstündeki 
yazıyı okuyoruz, senin mesela finda koyunun var diyo- 
ruz; eşleyemezsek, çakıl taşlarını geri testiye koyuyoruz, 
o testiyi bir kenara kaldırıyoruz ve kulübeden başka bir 
testi çıkarıp aynı işleme devam ediyoruz. Sonunda, şu 
kadar koyunun var diye sahibine söylüyoruz. Bu çok iyi 
bir yöntemdir. Artık tecrübeli olduğumuz için, hemen 
hemen hiçbir üyemizi “Senin koyunların sayısı yok” diye 
boş göndermiyoruz. Geçmiş yıllarda böyle şeyler oldu bi- 
liyorsun. 

Çekirge: Tabii, lokusta sayısını ben keşfetmiştim ya! 
Deniyoruz deniyoruz hiçbir testi uymuyor. Ama koyunlar 
çok da fazla görünmüyor. Baktım ki, iki elimin parmak- 
ları, iki gözüm ve burnum kadar koyun var, o kadar taş 
toplayıp bir testiye koymuştum. Sen de bu testiyi diğerle- 
rinin yanına koymadan, diğer testileri teker teker boşal- 
tıp karşılaştırmıştın ve hiçbirine uymayınca, yeni bir sayı 
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keşfettiğim için beni kutlamış ve bu sayının ismini verme 
şerefini bana vermiştin. 

Çerçi: Yaa. Ne günlerdi! Ama şimdi gene bugüne 
dönmemiz lazım. Sayma sayıları (ya da çokluk sayıları 
veya kardinal sayılar) böyle şeyler. Kendi başlarına ve 
bağlantısız olarak var olan çokluk ölçüleri. Herhangi bir 
küme verildiğinde, von Neumann kedilerinden birisiyle 
eşlenebiliyorsa (ki zaten ancak birisiyle eşlenebilir), o 
zaman o kümeye “sonlu” diyoruz ve çokluğu (güçlülüğü, 
kardinalitesi) o kedi kadardır diyoruz. Bu çokluklardan 
şu önce gelir, şu sonra gelir, şu küçüktür, şu büyüktür 
gibi bir düşünceyi ilk planda aklımızdan geçirmiyoruz. 
Bu testiler, daha doğrusu kediler, dağınık bir şekilde 
kulübede duruyor. 10 denilen şey de bu kedilerden bi- 
riydi. 

Ama şunu da görmezden gelemeyiz ki, kedilerin içini 
açıp bakınca, bizim için aslında hiç de gerekli olmayan 
şaşırtıcı bir yapı görüyoruz: Normalde bir kümenin ele- 
manları eşit statüde oldukları halde, bu kedilerin içinde 
acayip örgütlü bir durum ve elemanlar arasında katı bir 
hiyerarşi var. Örneğin “üç”ü alsak, 

3 = {Ø, {Ø}, (Ø, (Ø) 

her eleman aynı zamanda bir altküme! Bu öyle kolay 
karşılaşılacak bir durum değildir. Örneğin, {a, b, c} kü- 
mesini göz önüne alsak, a elemanı bir altküme değildir. 
Çünkü bunun söz konusu olabilmesi için, önce a'nın bir 
küme olması gerekir ki, a bir küme olarak verilmemiş. 
Matematikçilerin, her nesnelerini bir küme olarak düşün- 
mek istemelerini belki şimdi daha iyi anlayabiliriz, çünkü 
küme olmayan bir nesneyle iş yapmak biraz zordur. 

Örneğimizde, 

Ø E3, {Ø} E3 ve {Ø, (Ø)} E3, 

ama aynı zamanda, 

Ø c3, {Ø} c3 ve (Ø, {Ø}} c3, 

yani her eleman aynı zamanda bir altküme! Diğer yan- 
dan, elemanların, kendi aralarında, birbirlerinin elemanı 
olma ilişkisine göre bir sıralamaları var: 


Ø E (Ø}, Ø E {Ø, {(Ø)} ve {Ø} € {Ø, {Ø)) 
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Yani “elemanı olma”yı ( E ), “daha küçük olma” (<) gibi 
düşünecek olursak, 

0<(0),0<(0,(0)) ve(0)<(0,(0)). 

Bunlar öyle kolay sağlanacak özellikler değil. 

Çekirge: Şu sıralama işini tam anlayamadım. 
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Hiyerarsi Modelleri 


Çerçi: Sıralama işini bir küme üzerindeki ilave bir yapı 
olarak düşünebiliriz. Küme deyince, çok gevşek bir yapı 
düşünüyoruz; birtakım elemanlar var, ama onlar öylesine 
bir arada duruyorlar. Bir sebeple bir salonda toplanmış, 
ama aralarında herhangi bir ilişki bulunmayan bir insan 
topluluğu gibi. Ama bu insanlardan bazıları birbirleriyle 
konuşmaya ya da dans etmeye başlarlarsa, o zaman, bu 
kümenin elemanları arasında, sadece birarada bulunmayı 
aşan ilişkiler oluşmaya başlar. Basit fakat önemli bir ilişki 
türü sıralama ilişkisidir. Örneğin, kendilerine bir toplantı 
başkanı seçmek için, bu insanların boy sırasına göre dizil- 
diğini düşünelim. İşi basit tutmak için, farklı iki kişinin 
boylarının tam olarak aynı olmadığını kabul edelim. Bu 
durumda, a ve b gibi farklı iki kişi verildiğinde, ya a, b'den 
daha kısadır, ya da b, a'dan daha kısadır. Birinci durum- 
da a < b, ikinci durumda b < a yazalım. (a < b anlamında 
bazen b > a da yazıyoruz.) Bu şartlarda, c üçüncü bir kişi 
olmak üzere, a < b ve b < c ise, a < c olacağı açıktır. 

İşte böyle kümelere tam-sıralanmış (veya doğrusal- 
sıralanmış) kümeler denir. Yani bir A kümesi verilmiş 
olsun ve bu kümenin herhangi iki elemanı için, hangi 
elemanın diğerinden daha küçük olduğu (<) açıklanmış 
olsun. Ancak bu açıklamada iki hususa dikkat edilsin: 

e Herhangi iki a ve b elemanı için, 

a=b veya a< b ya da b < a seçeneklerinden muhakkak 
birisi ve yalnız birisi geçerli olsun. 

e Herhangi a, b, c elemanları için, 

a< b veb < cise, a < c olsun. 

O zaman bu A kümesine, < ilişkisine göre “tam- 
sıralanmış” bir küme denir. 

Böyle kümeleri katı bir hiyerarşiye sahip topluluklar 
için modeller olarak düşünebiliriz. Herkesin astı, üstü 
belli. İp gibi sıralanmış bir topluluk. Sonlu topluluklar 
için, elemanların biri en üstte, sonra bir alttaki, sonra 
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daha alttaki, böyle gidiyor ve nihayet biri de en altta. 

Çekirge: Benim bildiğim hiyerarşik yapılarda en üstte 
az kişi olur ama, en altta çok kişi olur. Oysa sende en üstte 
de bir kişi var, en altta da bir kişi var. 

Çerçi: Haklısın Çekirge, biz biraz fazla katı bir hiyerar- 
şiyi göz önüne aldık, herhangi iki kişi verildiğinde daima 
birinin diğerinin üstü olduğu bir hiyerarşiyi. Ama daha 
gerçekçi hiyerarşilerde bazı ast-üst ilişkileri olmakla bir- 
likte, birbirinin astı-üstü olmayan, yani bir bakıma aynı 
statüde olan (ya da, kıyaslanamaz statülerde olan diyelim) 
kişiler de vardır. İstersen öyle toplulukları da kolayca mo- 
delleyebiliriz. Yukarıdaki birinci koşulumuzu biraz esne- 
telim: a ve b gibi farklı iki eleman verildiğinde ille de a < b 
ya da b < a ilişkilerinden “birisi ve yalnız birisi” doğru 
olmak zorunda olmasın; “ne a < b ne de b < a” durumu 
da mümkün olabilsin. Yani bu elemanlar arasında alt-üst 
ilişkisi olmayabilsin. Ama a < b ya da b < a ilişkilerinden 
birisi doğruysa, yalnız o doğru olsun, ikisi birden doğru 
olmasın. Bir kişi diğer kişinin üstüyse, diğer kişi de bu 
kişinin üstü olamaz herhalde! 

Çekirge: Şimdi neden olamaz deyip bir soru hakkımı 
kaybetmeyeyim! Olsa ne güzel olurdu ama. Aslında olu- 
yor da. Galatasaray Eskişehirspor'u yeniyor, ama Eskise- 
hirspor da Galatasaray'ı yeniyor. 

Çerçi: Bu da gösteriyor ki, yenmek-yenilmek ilişkisi 
bir ast-üst ilişkisi değil. Onun için herhalde, eski cazgır- 
lar pehlivanlara derlermiş, “Üste çıkarsan sevinme, alta 
düşersen yerinme” diye. Ama tabii ki çok çeşitli türden 
ilişkiler düşünülebilir ve modellenebilir. Biz şimdi biraz 
esnetilmiş hiyerarşimize dönersek, birinci koşulu yumu- 
şatmıştık. İkinci koşula dokunmayalım: Yani gene, a < b 
ve b < c ise, a < c olsun. Bunu da herhalde makul sayarsın: 
a, b'nin astıysa (yani b, a'nın üstüyse), b de c’nin astıysa, 
o zaman a, cnin de astıdır (Ama belki c, b’yi aşıp, a'ya 
emir veremeyebilir, yani iyi bürokrasilerde böyle olur, 
ama şimdi öyle şeyleri karıştırmayalım). Bir küme üzerin- 
de böyle bir yapı varsa, o kümeye “sıralanmış” bir küme 
denir. Örneğin, bir yüzbaşıdan, dört teğmenden ve 160 
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askerden oluşan bir bölük, ast-üstlük ilişkisine göre sı- 
ralanmıştır. Yüzbaşı diğerlerinin, teğmenler de askerlerin 
üstüdür. Ama teğmenler arasında, ya da askerler arasında, 
ast-üstlük ilişkisi yoktur. 

Tam-sıralanmıs bir küme de sıralanmış bir kümedir, 
ama daha katı bir hiyerarşiyi temsil eder; farklı herhangi 
iki eleman verildiğinde, mutlaka biri diğerinden daha kü- 
çüktür. Bu sıralama meselesini anladıysak, şimdi sana bir 
soru sorayım. 

Çekirge: Sor bakalım. 

Çerçi: Şimdi sana desem ki, bana elemanları a, 8, y ve 
ô kümeleri olan öyle bir A = (a, 8, y, 6) kümesi bul ki, 
A kümesinin o, ß, y ve ô elemanları aynı zamanda A'nın 
altkümeleri olsunlar ve A kümesi, elemanları arasındaki 
“elemanı olma” ilişkisine göre (yani x E€ A ve y E A için 
x< y olmasını x € y olarak açıklıyoruz) tam-sıralanmıs 
olsun; yani 

aCA,BCA,yCA6cAve 

(örneğin a < B < y < ô olacak şekilde yazıyorum) 


aeßBaeceyaeceösßeyßeöyeöve 
Baya, ča, y éß,8čpß, gyve 
aga PP, y Zy, ógó 


olsun, bu işin içinden çıkılabilir mi? 

Çekirge: Çıkılır tabii. æ için bos-küme (Ø) alırız. Eli- 
mizde ondan başka bir şey var mı zaten? Gayet de ekono- 
mik davranırsak, madem a € 8 olacak, o zaman 8 = (9) 
alırız. Bu durumda y için en uygunu {@,{@}} almak olur, 
ô için de tabii ki (9, {Ø}, (0, {Ø}}} kümesini alırız ve 
zaten bu seçimlerle bütün istenenler de sağlanmış olur ve 
böylece von Neumann'ın dört elemanlı kedisini bulmuş 
oluruz: 

A-4-(0,10),(0(90)),(0,(9),(90,(90))N) 

Çerçi: Vallahi Çekirge, senden korkulur! Peki başka 
çözüm bulabilir misin? 

Çekirge: Bir düşünelim... A = {a, P, y, 6) ve ô C A oldu- 
ğunu biliyoruz. Yani ô elemanı, A kümesinin aynı zaman- 
da bir altkümesi olduğundan, kendi başına bir küme ola- 
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rak ancak A’nın elemanlarının bazılarını icerebilir. A’da 
olmayan bir eleman içeremez. Ayrıca, æ € ô, P E 8, y E ô ve 
ô £ ô ilişkileri verilmiş olduğundan, demek ki ô= (o, 8, y} 
olmak zorundadır. y C A, a E y, B E y, y É y, ô £ y oldu- 
ğundan, y = (a, ß} olur. Şimdi P’ya bakalım. P C A, a E P, 
B £ BP, y é B ve 6 £ p olduğundan, 8 = (a) olur. İş bir tek 
&'yı bulmaya kaldı. . A, ama 4a ¢ a, P é a, y £ a ve ô ¢ a 
olduğundan a için başka şans kalmıyor: a = øØ! 
Şimdi bulduklarımızı bir araya getirirsek: 


a=ß, 

p= {a} = {Ø}, 

y= {a, B} = {Ø, {Ø}), 

ô= {a, P, y} = {9, {9}, (Ø, {(Ø}}} ve nihayet, 


(g, {Ø}, (Ø, (Ø), (9,(9),(9(9)N) 


buluruz. Demek ki başka çözüm yokmuş. Gene von 
Neumann'ın kedisine geldik. 

Çerçi: Pes doğrusu! Ne kadar büyük bir keşif yaptığının 
farkında mısın Çekirge! 

Çekirge: Bilmem. Senin problem karmaşık görünüyor, 
ama fena değilmiş. Bize 4-elemanlı bir küme verildiğinde, 
bu kümenin bütün elemanları aynı zamanda bu kümenin 
altkümeleri iseler ve verilen küme, kendi elemanları 
arasındaki “elemanı olma” ilişkisine göre tam-sıralanmış 
ise, o zaman o küme tam olarak von Neumann'ın 4-ele- 
manlı kedisiymiş! 

Çerçi: Evet Çekirge, şimdi görüyor musun neden von 
Neumann'ın bu kedileri model olarak seçtiğini? 4-elemanlı 
kümeler içinde, biraz önceki özel kümenin ne kadar 
ayrıcalıklı bir yeri var! Belli, anlamlı bir koşulla, uçsuz 
bucaksız 4-elemanlı kümeler âleminden tek bir tanesini 
çektik çıkardık. Eğer 4-elemanlı herhangi bir küme için bir 
model seçmek gerekirse, bundan güzel model olur mu? 

Çekirge: Olmaz herhalde. Böylece bu doğal sayılar işini 
de bitirmiş oluyoruz sanırım. Haydi geçmiş olsun! 

Çerçi: Ahh Çekirge ahh! Bana da önce öyle gelmişti 
ve çok sevinmiştim. Ama düşündükçe, önce hafif, sonra 
giderek artan bir huzursuzluk duymaya başladım. 
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Testi İçindeki Testiler 


Bu von Neumann'ın testileri, pardon kedileri, bizim ka- 
bile matematikçisi olarak kulübedeki testilerle yaptığımız 
gibi sadece kümelerin büyüklüklerini ölçmekle kalmıyor- 
lar, ve kulübedeki gibi karmakarışık durmuyorlar; kendi 
içlerinde doğal bir sıralama düzenleri var. Önce boş testi 
(bizim kulübede galiba boş testi yoktu, adam sürüsünü 
getirdiyse, herhalde en az bir koyunu var demektir; onun 
için boş testiyi keşfedememiştik belki de), sonra tek çakıl 
taşlı testi, sonra iki çakıl taşlı testi vs. Her testi öyle kulü- 
bedeki gibi rasgele, kendi başına bir yerde durmuyor, “bir 


Von Neumann’ın 
Yedisi. 
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önceki” testiden sonra geliyor ve cok esrarengiz bir se- 
kilde kendinden önceki bütün testileri de icinde tasıyor. 
Testi icinde testi icinde testi... Hem “testilerin kümesi” 
sıralanmıs, hem de her testi kendi basına bir küme olarak 
sıralanmıs! Bu kadar sihir bana fazla göründü. 

Haydi, testilerin dogal bir sıralamasının oldugunu ka- 
bul edebilirdim, önce boş testi, sonra tek çakıl taşlı testi 
vs. Ama belli bir testiyi aldığımda, onun içindeki çakıl 
taşları neden sıralanmış olsundu? Çakıl taşları o testinin 
içinde rasgele bir arada duruyorlardı. Yoksa biz koyunla- 
rı sayarken, farkında olmadan onları sıralıyor muyduk? 
Bunun ne anlamı olabilirdi? Saymak için sıralamak mı la- 
zımdı? Bir çakıl taşı, bir koyun, bir çakıl taşı, bir koyun 
derken, vakıa bunu sırayla yapıyorduk, fakat bu sıranın 
bir önemi yoktu; bir koyun sürüsü belli bir testi ile eşleş- 
tikten sonra, sayımı yeniden yapsak, dolayısıyla bu defa 
çakıl taşlarını farklı sırada seçerek koyunlarla eşlesek, so- 
nuç değişmiyordu ve çakıl taşlarıyla koyunlar gene aynı 
anda bitiyordu ve bu olgu en büyük keşiflerimizden biriy- 
di. Sayımdaki rastlantısal sıranın sonuç üzerinde bir etkisi 
yoktu. Ama şimdi model testilerin içindeki çakıl taşları 
sıralı duruyorlardı. Bu testilerle koyun sayarken testi için- 
deki çakıl taşlarının sıralanmış olmasının gene bir önemi 
olmayacaktı, ama o zaman onlar neden sıralanmış olarak 
seçilmişlerdi? Bunu kabul edemezdim. Von Neumann 
işin kolayına kaçmıştı! 

Elemanları sırasız kümelerin büyüklüklerini belirle- 
mek için, elemanları sıralanmış kümeleri kullan! İşte bu 
olmadı! Neden model olarak gene elemanları sıralanma- 
mış özel kümeler kullanmıyorsun? 

Çekirge: Bir model testi içindeki çakıl taşlarının, yani 
bir von Neumann kedisinin elemanlarının o sıralamasını 
unutsak, problem çözülür sanırım. O zaman, testi içinde- 
ki çakıl taşları sıralanmamış olur ve işimiz görülür. 

Çerçi: Çekirge, artık sana ne diyeceğimi bilemiyorum, 
sana bir şeyler oluyor! Ben bu sorunla kıvranırken hoca- 
mın bana verdiği cevap da aynen buydu! Sıralamayı unut! 
(Sanki unutmak o kadar kolaydı.) Sıralama bir küme üze- 
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rinde ilave bir yapıdır! Yapıyı kaldırırsın, geriye sıralan- 
mamıs küme kalır! Sıralanmıs bir küme, bir A kümesi ile, 
o kümenin kendisiyle kartezyen çarpımının (yani A X A = 
Ka, ayla, E A ve a, E A} kümesinin) bir B altkümesinin 
(a, < a, şeklindeki (a, a.) ikilileri) oluşturduğu bir (A, B) 
ikilisidir ve sana böyle bir ikili verildiyse, bunun birinci 
bilesenini alıp sıralanmamıs A kümesini geri kazanabilir- 
sin! 

Bu yaklasım bana pek dürüst görünmedi. Von 
Neumann’ın testilerinin (kedi yerine artık testi diyelim 
istersen; bu yöntemi farelerden öğrendiğimiz için kedi 
demiştik, ama kabile matematikçisi iken de çakıl taşlı 
testileri kullanıyorduk; bu nesneleri biraz daha yakından 
tanıdıktan sonra, “testi içindeki testiler” bana “kedinin ba- 
Sırsaklarından” daha güzel bir benzetme gibi geldi, sen 
artık hangisini istersen onu kullan; testi içindeki testi- 
ler aslında biraz kedi bağırsağına da benzemiyor değil) 
içindeki çakıl taşlarının pek doğal bir sıralaması vardı ve 
bunu sözüm ona görmezden gelivermek bana biraz kaça- 
mak bir cevap olarak görünüyordu. Ama anlaşılan, iste- 
nilen çoklukta elemana sahip, diğer sonlu kümeleri ölç- 
mek için kullanabileceğimiz, kolaylıkla yazıp birbirimize 
bildirebileceğimiz ve elemanları açık veya örtük olarak 
kendiliğinden doğal bir sıralanmaya sahip olmayan, özel 
model-kümeler bulmak kolay değildi. 

İki kümeyi karşılaştırırken, bunlar arasında bire-bir bir 
eşleme kurmaya çalışıyorduk. Bu işlem esnasında eleman- 
ları hangi sırada eşlediğimiz umurumuzda değildi. Ama 
sıralanmış ya da tam-sıralanmış bir küme, aslında bir kü- 
meden fazla bir şeydi. Her ne kadar tam-sıralanmış bir kü- 
meyi, suni bir şekilde, işte şöyle şöyle bir küme ikilisi, yani 
gene bir küme olarak ifade ediyorsak da (Kuratowski'yi 
hatırla), bu, işi kitabına uydurmak için yapılan bir şeydi. 
Sıralama, kavramsal olarak yeni bir şeydi ve bir kümenin 
gelişigüzel bir arada bulunan elemanlarını sanki bir mık- 
natıs etkisiyle, ip gibi diziyordu. 

Sıralanmış kümeler yeni uçaklarımızdı. Onlar için 
de modeller lazımdı. Böyle iki sıralanmış kümenin aynı 
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tipten olması demek, onlar arasında sadece bire-bir bir 
eslemenin kurulabilmesi degil, bu eslemenin, sıralama 
iliskisini de koruyacak sekilde kurulabilmesiydi. Yani, 
A ve B sıralanmış iki kümeyse, bunlar arasında öyle bir 
bire-bir eşleme olmalıydı ki, bu eşleme altında A küme- 
sinin a, ve a, elemanları, B kümesinin b, ve b, elemanları 
ile eşlendiyse ve a,< a, ise, b, < b, olmalıydı. Ama işin 
ilginç yanı, bu meselenin sonlu kümeler için ilginç ol- 
mamasıydı! 

Soru 23: Nasıl yani? Eyvah, bir soru hakkımı kaybet- 
tim, keşke başka türlü ifade etseydim... 

Cevap 23: Boş ver, önemli değil, sen nasıl olsa işin ko- 
layını buldun! 

Sonlu küme kavramını tabii gene naif anlamda kulla- 
nıyoruz. Bu işi nasıl olsa bir gün konuşuruz. Şimdi bize 
sonlu bir küme verilse, ve iki farklı kişi bu kümenin ele- 
manlarını kendilerine göre, farklı şekillerde sıralasalar, bu 
küme ile kendisi arasında öyle bir bire-bir eşleme kurabi- 
liriz ki, bu eşleme sıralama ilişkisini korur. 

Örneğin A = (a, P, y, ö) kümesi verilse, bu kümenin ele- 
manlarını önce yazıldığı sırada sıralayabiliriz: a <8 < y < 
6. Ben kısaca yazdım ama, sen artık bu durumda, herhan- 
gi iki eleman arasındaki sıralama ilişkisini söyleyebilirsin 
değil mi? 

Çekirge: Tabii ki. a, ydan küçük, a, dan küçük, vs. 
Hiçbir eleman kendinden küçük değil. p, “dan küçük de- 
šil, y, &dan küçük değil, vs. 

Çerçi: Çok güzel. Sana tarif ne gerek zaten. Şimdi de 
diyelim ki, bir başkası tuttu, A kümesinin elemanlarını 
şöyle sıraladı: 

Bayda ds. 

Çekirge: Yeni sıralama ilişkisini tabii yeni bir sembolle 
gösterdin. 

Çerçi: Evet. Şimdi A ile A arasında öyle bir eşleme kura- 
bilir misin ki, A'nın herhangi iki elemanı arasında birinci 
sıralamaya göre ilişki neyse, bu elemanların eşlendikleri 
elemanlar arasında ikinci sıralamaya göre ilişki de aynısı 
olsun? 
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Çekirge: Çok kolay. a elemanını f elemanıyla, 6 ele- 
manını y ile, Yyı a ile ve yı da kendisi ile eşleyelim. Bu 
durumda istediğin sağlanır. Örneğin a < ß idi, bunların 
eşleme altındaki resimleri 8 ve y oldu, bu resimler arasın- 
da da ikinci sıralamaya göre, istediğin gibi, p € y ilişkisi 
var. Yada < ô idi, resimleri için de y 4 6 geçerli. Diğer- 
lerini de kontrol edebilirsin. 

Çerçi: Artık yavaş yavaş yer değiştirsek iyi olacak her- 
halde! 

Çekirge: Belki biraz erken ama, fena da olmazdı. O za- 
man istediğim kadar soru sorabilirdim! Senin sorular sa- 
yılmıyor çünkü. Ama bu senin macerandı, şimdi olmaz. 

Çerçi: Peki... Şimdi bir örneğini gördüğümüz gibi, 
sonlu bir kümenin üzerinde hangi tam-sıralamayı alırsan 
al, aynı sıralama tipini buluyoruz. Bu nedenle von Neu- 
mann testisindeki çakıl taşları için özel bir sıralamanın 
seçilmiş olması beni daha da fazla rahatsız ediyordu. Ama 
sonsuz kümeler üzerinde farklı sıralama tiplerinin olabil- 
diğini öğrenmek benim için tam bir şok oldu. Cantor'un 
büyük yaratısı aslında tam da bu sonlu-ötesi sıralamalara 
dairdi. Şimdi bu deryaya dalacak değilim, ama söz buraya 
gelmişken gene de kısa bir fikir vermeye çalışayım. 
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Sonlu Ötesinde Bir Pusu 


Simdi bir an icin dogal sayıların ne oldugu meselesi- 
ni bir kenara bırakarak bu isin bir sekilde hallolmus ol- 
dugunu kabul edelim ve A kümesi olarak dogal sayılar 
kümesini düşünelim: (1, 2, 3,...) Tabii bunların hepsini 
aynı anda birlikte düşünerek bir küme oluşturabilir mi- 
yiz, yani böyle bir küme var mıdır, yok mudur meselesine 
de şimdi girmeyelim; tek tek ve istenildiği kadar büyük 
doğal sayıların varlığını kimse yadsımazken (ben yadsı- 
yorum tabii, ama onu bir kenara bırakalım), Gauss'dan 
başlayarak birçok büyük matematikçi, bunları “oluşum” 
halindeki varlıklar olarak görüyor ve “bitmiş” bir (1, 2, 3, 

..} doğal sayılar kümesinden bir zihinsel varlık olarak 
söz edilmesine şiddetle karşı çıkıyorlardı. Onların ancak 
“potansiyel” bir sonsuzluk olarak gördüğü doğal sayılar, 
Cantor için en basit ve minnacık bir “aktüel” sonsuzluktu 
ve daha ne sonsuzluklar gelecekti! 

Evet biz şimdi {1, 2, 3, ...} kümesini alalım ve bunun 
üzerinde şu iki farklı sıralamayı düşünelim: Birincisi bil- 
diğimiz sıralama: 

1<2<3<4<5<6<7<r 

İkincisi ise şöyle olsun: 

243444546474. 41 

Şimdi bu iki sıralama aynı tipten midir? 

Çekirge: Dur bakalım, bir düşüneyim... İki sıralama 
aynı tipten olursa ve birinci sıralamaya göre diğer bütün 
elemanlardan daha küçük bir eleman olursa, ikinci sıra- 
lamaya göre de diğer bütün elemanlardan daha küçük bir 
eleman olmalıdır. Çünkü ilk elemanın eşleme altındaki 
resmini alabiliriz. Gerçekten de senin ilk sıralamanda 1, 
en küçük eleman, ikinci sıralamanın da bir en küçük ele- 
manı var, o halde bu sıralamalar aynı tiptense, eşleme al- 
unda 1, 2'ye gitmelidir. 

Aynı düşünceyi, en büyük elemana da uygulayabiliriz. 

Çerçi: Eğer varsa tabii. 
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Çekirge: Evet. Birinci sıralamada bir en büyük eleman 
yok. Her elemandan daha büyüğü var. Ama ikinci sırala- 
manın bir en büyük elemanı var. Demek ki bu sıralamalar 
aynı tipten değil! 

Çerçi: Çok güzel! Basit ama şaşırtıcı. Aynı küme üze- 
rinde farklı tipten sıralamalar var. Bu da sıralamayı küme 
üzerinde gerçek bir yapıya dönüştürüyor. Bana bu her iki 
tipten de farklı bir sıralama bulabilir misin? 

Cekirge: 3<4«5«6«7« = <1<2 olabilirmi? 

Cerci: Tabii. Baska? 

Çekirge: Hepsi böyle herhalde, 4 <45 <6<7<..<]< 
2<3 vs. gibi. 

Çerçi: Ne gezer! Örneğin şöyle de olabilir: 

1<3<5</< e <2<4<6<8 

Çekirge: Ne kadar güzel! Ben bunların hepsini bula- 
yım! 

Çerçi: Ama kendine mukayyet ol! Şimdi tekrar von 
Neumann'ın testilerine dönersek, onlar tam-sıralanmış 
sonlu kümeler için gerçekten çok güzel modeller. Sonlu- 
ötesi von Neumann testileri de tanımlamak mümkün ve 
örneğin aynı (1, 2, 3, ...) kümesi için pek çok von Ne- 
umann testisi var. Sonlu-ötesi durumda, tam-sıralanmış 
bir kümenin, ilave bir koşulu daha sağlamasını istiyoruz: 
Boş-olmayan her altkümenin mutlaka bir en küçük ele- 
manı olsun. Bu koşul sezgisel sıralama duygumuzu yan- 
sıtıyor. Bir şeyi sıralarken bir yerden başlarsın ve hangi 
elemanı alırsan al, ondan hemen sonra gelen bir eleman 
vardır. 

Çekirge: Örneğin (1, 2, 3) kümesini alsak ve bunu 
1<2 <3 şeklinde sıralasak, Vle başlıyoruz, 1’den sonra 2 
geliyor, den sonra 3 geliyor, ama 3'den sonra bir şey gel- 
miyor. Oysa sen hangi elemanı alırsan al, ondan hemen 
sonra gelen bir eleman var dedin. 

Çerçi: Hata ettim tabii, seninle konuşurken çok dikkat- 
li olmak lazım. Şimdi, tam sıralanmış ve boş olmayan bir A 
kümesi verilsin ve bu kümenin boş olmayan her altküme- 
sinin bir en küçük elemanı olsun. A kümesinin bir en bü- 
yük elemanı varsa, bir şey demiyorum; en büyük elemanı 
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olabilir de, olmayabilir de. Sen bana herhangi bir a € A 
elemanı ver, öyle ki bu elemandan büyük en az bir ele- 
man daha olsun. Bu takdirde, bu a elemanından “ hemen 
sonra gelen” bir eleman vardır. Çünkü kabulümüze göre, 
bu a elemanından büyük elemanların kümesi boş değil, 
o halde o altkümenin bir en küçük elemanı var, yani a 
elemanından büyük elemanlar içinde bir en küçüğü var. 
Buna da a'dan “hemen sonra gelen” ya da a'nın “ardılı” 
demek doğru olmaz mı? 

Çekirge: Olur. 

Çerçi: Diğer yandan, A kümesinin altkümesi olarak 
kendisini alırsak, koşulumuza göre A kümesinin bir en 
küçük elemanı olduğunu söyleyebiliriz. Demek ki, tam- 
sıralanmış ve boş olmayan bir küme, koşulumuzu sağlı- 
yorsa, bu kümenin bir en küçük elemanı var ve (varlığı 
halinde en büyük elemanın dışındaki) herhangi bir ele- 
mandan hemen sonra gelen bir eleman var. 

Çekirge: Şimdi anlaştık. 

Çerçi: İşte bu koşulu, yani “boş olmayan her altküme- 
nin bir en küçük elemana sahip olması” koşulunu sağlayan 
bir tam-sıralamaya “iyi-sıralama” diyoruz. Sonlu durumda 
bu koşul tabii kendiliğinden sağlanıyor. Ama sonlu-ötesi 
durumda, tam-sıralanmış bir küme iyi-sıralanmış olmaya- 
bilir. Örneğin (1,2,3,...) kümesini 

<5<4<3 <7 <1 

şeklinde sıralayacak olursak, bu bir tam-sıralama olur, 
çünkü herhangi iki eleman mukayese edilebilmektedir; 
ama iyi-sıralama olmaz, çünkü, örneğin kümenin tamamı 
için, bir en küçük eleman yoktur. 

Artık böyle iyi-sıralanmış keyfi kümeler için de, son- 
lu durumdakine tamamen benzer şekilde von Neumann 
testileri tanımlayabilirsin: Elemanları aynı zamanda alt- 
kümeler olan bir küme ve elemanlar arasındaki “elemanı 
olma” ilişkisi bir iyi-sıralama veriyor. Şaşırtıcı olan şura- 
sı ki, elindeki aynı bir sonsuz kümeyi, bu küme üzerin- 
de seçilmiş olan sıralama tipine bağlı olarak, farklı bir 
testi ile modelliyorsun. İyi-sıralanmış küme tipleri bizi 
“sıra sayısı” (ordinal sayı) dediğimiz kavrama götürüyor. 
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Sonlu-ötesi von Neumann testileri de bunlar için model 
oluyor. Sonlu durumda bütün iyi-sıralamalar aynı tipten 
olduğundan, her sonlu küme için tek bir testi var ve sonlu 
bir kümenin çokluğunun ölçümüyle, sıralama yapısının 
ölçümü bir bakıma birbirine karışıyor. 10 dediğimiz şey, 
hem bir “çokluk sayısı”, hem de bir “sıra sayısı”. Bu çok- 
luğa sahip tek bir sıra sayısı var, ama örneğin (1,2,3,...) 
kümesinin çokluğuna sahip sonsuz sıra sayısı (von Neu- 
mann testisi) var. Bizim baştan beri peşinde olduğumuz 
şey aslında bir çokluk sayısı olarak 10'u anlamaktı. Ama 
bu serüven bizi hiç de amaçlamadığımız noktalara getirdi. 
Çekirge: Ordinal sayıları tam anlayamadım. 
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Ordinallerin Kardinalleri 


Çerçi: Ordinal sayılar keyfi von Neumann testilerinden 
başka bir şey değil. Yani bir ordinal sayı öyle bir A kümesi 
ki, 

e her a E A elemanı aynı zamanda bir altküme, yani 
a CA ve 

e A kümesi, elemanları arasındaki “elemanı olma” iliş- 
kisine göre iyi-sıralanmış, yani a EA veb € A elemanları 
arasında, a < b ilişkisini a € b olması anlamında tanımlar- 
sak, bu ilişki A üzerinde bir iyi-sıralama veriyor. 

Ordinal sayılar, iyi-sıralanmış keyfi kümeler için harika 
modeller! İyi-sıralanmış herhangi bir küme, bu von Neu- 
mann testilerinden bir tanesi (ve tek bir tanesi) ile, aynı 
sıralama tipine sahip, yani verilen iyi-sıralanmış küme ile 
bu ordinal sayı arasında, sıralamayı koruyan ve bire-bir 
(örten) bir eşleme var. Bire-bir eşleme dediğimiz zaman, 
bire-bir ve örten bir fonksiyonu anlıyoruz, onun için, pa- 
rantez içinde “örten” dememe lüzum yoktu ama, yanlış 
anlaşılmaktan korktum. Bire-bir fonksiyon, örten olmak 
zorunda değil tabii, ama bire-bir bir eşleme tanım gereği 
örten. Böyle basit şeyler söylediğim için beni bağışla, bel- 
ki de şunun için lafı uzattım: Herhangi iki iyi-sıralanmış 
küme verildiği zaman, ya bunlar aynı tipten oluyor, ya 
da bunların birisi, diğerinin baş kısmından bir parça ile 
aynı tipten oluyor; baş kısmından bir parça derken de 
şunu anlıyoruz: A iyi-sıralanmıs bir küme ve aEA ise, 
B = {b E A| b < a} kümesine A kümesinin baş kısmından 
bir parça, veya bir başlangıç parçası diyoruz. Demek ki, 
iyi-sıralanmış ve aynı tipten olmayan iki küme verildiğin- 
de, bunların uygun birinden diğerine, sıralamayı koruyan, 
bire-bir, ama örten olmayan (!) bir fonksiyon var. 

Bu ordinal sayılar mucizevi nesneler... Bir ordinal sayı- 
nın herhangi bir elemanı da kendi başına bir ordinal sayı 
oluyor! Herhangi iki farklı ordinal sayı verildiğinde, bun- 
lardan birisi (tabii tek birisi), diğerinin elemanı oluyor! 
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Daha neler neler! Vaktimiz olsa, bunları ispatlamak ne 
kadar keyifli olurdu. Sen en iyisi Matematik Dünyası'na 
bir bak! Şimdi A ve B gibi iki ordinal sayı verildiğinde, A 
< B olmasını, A € B olması şeklinde tanımlayalım. Şim- 
di söyleyeceğimi biraz ihtiyatla söyleyeyim ama, nasıl bir 
ordinal sayı kendi elemanları arasındaki “elemanı olma” 
ilişkisine göre iyi-sıralanmış bir küme ise, ordinal sayılar 
“topluluğu” da, artık o nasıl bir topluluksa (küme deme- 
ye dilim varmıyor), ordinal sayılar arasındaki bu sıralama 
ilişkisine göre iyi-sıralanmış bir topluluk oluyor (Dolayı- 
sıyla da herhangi bir ordinal sayılar ailesinin daima bir 
en-küçük elemanı oluyor)! Şunu da söylemeden geçe- 
meyeceğim: Bir ordinal sayının elemanları gene ordinal 
sayılar olduğuna, ve tanımımıza göre bir ordinal sayının 
bu kümeye ait olması bu kümeden küçük olması demek 
olduğuna göre, her ordinal sayı, kendisinden küçük ordi- 
nal sayılardan oluşuyor. Ne kadar muhteşem bir manza- 
ra! Sonlu durumdan bildiğimiz şema, sonlu-ötesinde de 
devam ediyor. 

Sonsuz kümelerin “çokluk”larının, yani “büyük- 
lük”lerinin de gene bu ordinal sayılar yardımıyla ölcüldü- 
günü öğrenmek artık beni şaşırtmamıştı... Galiba ben de 
yavaş yavaş bana öğretilen gibi düşünmeye başlıyordum. 
Ama ne kadar dolambaçlı bir yol! Çok gevşek bir düzeni 
anlamak için olağanüstü katı ve rafine düzenler kullan- 
mak gibi bir şey... Şimdi herhangi bir küme verildiğinde, 
bununla (bir küme olarak) bire-bir eşlenebilen bütün or- 
dinal sayıları düşünüyorlar, sonra da bu ordinal sayıların 
en küçüğünü alarak, ona, verilen kümenin çokluk sayısı 
veya kardinalitesi diyorlardı. 

Tabii bu tanımın çalışması için her kümenin en azın- 
dan bir tane ordinal sayı ile bire-bir eşlenebildiğini 
bilmek gerekiyordu, bu da neticede her kümenin iyi- 
sıralanabilmesi demek oluyordu. Cantor bunu hiç ol- 
mazsa gerçel sayılar kümesi için göstermek, yani gerçel 
sayılar kümesi üzerinde bir iyi-sıralama vermek için ne 
kadar uğraşmış, ama sonunda Zermelo 1904'de, küme- 
lerle ilgili olarak insan zihnine çok daha doğal gelen ve 
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secme aksiyomu denilen baska bir özellikten hareketle, 
her kümenin iyi-sıralanabilecegini göstermisti. Küme- 
lerin iyi-sıralanabilme meselesi, kümeler teorisinin bir 
özellikler sistemi olarak ifade edilmesinde kilit bir rol 
üstlenecekti. Her neyse, kümelerin büyüklüğünü ölçmek 
için kullanılan bu taktik (yani verilen bir küme ile bire-bir 
eşlenebilen en küçük ordinal sayıyı bu kümenin büyüklü- 
ğü olarak almak), kediyi tanımlamak için özel bir kediyi 
yakalayıp, “kedi budur” demenin, sonsuz çokluklara ze- 
kice aktarılmış bir şekliydi ve Cantor'un kardinalite (çok- 
luk, büyüklük, güçlülük) tanımına göre daha elle tutulur 
bir şeydi. Cantor 1897'deki son çalışmasında bile bir kü- 
menin kardinalitesini (ya da kardinal sayısını) sözel ola- 
rak ve aşağı-yukarı “bu kümenin elemanlarının tabiatı ve 
veriliş sırası gözardı edildiğinde geriye kalan şey” olarak 
tanımlarken, yeni yöntemle kardinal sayılar (çokluk sayı- 
ları) özel ordinal sayılar olarak tanımlanıyordu (Bu özel 
ordinal sayılar, kendilerinden küçük herhangi bir ordinal 
sayı ile küme olarak bire-bir eşlenemeyen ordinal sayılar- 
dı); bir kümenin kardinalitesi (ya da kardinal sayısı) ise, 
az önce konuştuğumuz gibi, bu küme ile eş-güçlü (bire- 
bir eşlenebilen) ordinal sayıların en küçüğü idi. Kardinal 
sayılar deyince nedense Vatikan'ın Kardinalleri aklıma 
geliyor, aynı güçlülüğe sahip ordinallerin en önde gelen- 
leri, en başta gelenleri, sınıf birincileri... Eşitler arasında 
birincilik böyle olur herhalde. Cantor onlara Alefler di- 
yordu. X İbrani alfabesinin ilk harfi. Biz Elifler desek olur 
herhalde. Can yakan Elifler... |Cantor bu ismi sonsuz 
kardinaller için kullanıyordu, yeni cennette sonluluğun 
(faniliğin) pek itibarı yoktu herhalde. | 
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Mecnun’un Leylä’sı var, 
Cantor'un Elif'i 


Çekirge: Bu tekerlemelere biraz örnek versen iyi ola- 
cak. 


Çerçi: 0 =Ø, 
1-10), 
210,101, 


3 = {Ø, {Ø}, (Ø, (Ø}}}, vs. gibi eski von Neumann tes- 
tilerimiz hem birer ordinal sayı, hem de birer kardinal 
sayıdır. Şimdi A = {0, 1, 2, 3,---} kümesini göz önüne ala- 
lım. Bunun da bir ordinal sayı olduğunu görebilirsin: Her 
eleman aynı zamanda bir altküme ve elemanlar arasındaki 
“elemanı olma” ilişkisi bir iyi-sıralama veriyor. 

B = {0, 1, 2, 3, +} U {{0, 1, 2, 3, ---}} kümesi de bir 
ordinal sayıdır! Burada senin için birçok küçük, güzel 
alıştırmalar var. Bu kümelerin, bir süre önce doğal sayılar 
kümesi üzerinde verdiğimiz sıralamalardan hangi ikisinin 
testileri olduğunu da muhakkak bulman gerekir. Onları 
sana bırakayım, ama şimdi söyle bakalım, A ve B kümeleri 
bire-bir eslenebilir mi, eslenemez mi? 

Cekirge: Bir düsüneyim... 

Cerci: Bir düsün bakalım. B kümesinin {0, 1, 2, 3, 
+} elemanı kocaman görünüyor, ama o da sonuçta tek 
bir elemandır, yani aslında B={0, 1, 2, 3,:--, A}, ya da 
B=({A,0,1,2,3,---} yazabiliriz. 

Çekirge: Tamam, tamam, artık B = {A, 0, 1, 2, 3,---} ve 
A= {0, 1, 2,3, =+} kümelerini hemen bire-bir esleyebiliriz: 
A EB elemanı, 0 € A elemanı ile eslenebilir ve diğerleri de 
birer kayar. 

Çerçi: Çok güzel! Buna Hilbertin sonsuz oteli diyor- 
lar. Her yeni gelene yer var. Her neyse, şimdi derdimiz 
başkaydı: Demek ki A ve B ordinal sayıları eş-güçlü. Ama, 
A EB olduğu için A < B dir. O halde B ordinal sayısı, ken- 
dinden küçük bir ordinal sayı ile eş-güçlü olduğu için, 


100 50 SORUDA MATEMATIK 


bir kardinal sayı degildir. Oysa A ordinal sayısından daha 
kücük ve onunla es-güclü baska bir ordinal sayı yoktur; 
yani A, aynı zamanda bir kardinal sayıdır; en küçük son- 
suz ordinal ve sonsuz kardinal sayı... Cantor bu kardinal 
sayıya sıfırıncı Elif (X,) diyordu. 

B, A'dan daha büyük bir ordinal sayı. Peki, A'dan daha 
büyük bir kardinal sayı var mı? Varsa, onların içinde bir 
en-küçüğü olmalı. Çünkü kardinal sayılar aynı zamanda 
ordinal sayılar. Yani, o durumda, A'dan hemen sonra ge- 
len bir kardinal sayı olmalı. A'dan daha güçlü. A'dan daha 
güçlü ordinallerin en küçüğü. O halde, madem ki her or- 
dinal kendinden küçük ordinallerin kümesi, bu da demek 
ki kendinden küçük ordinaller olan sonlu ordinallerin ve 
A ile eş-güçlü ordinallerin kümesi... Doğal sayıları ve do- 
gal sayılar üzerindeki sıralamaları “sayan” ve kendi “sayı- 
lamayan” bir küme! Cantor buna birinci Elif (X,) diyordu. 
Bu Elifin ne kadar ulaşılmaz bir serap olduğunu bilse, 
gene de her gün ve her gece onu düşünür müydü acaba? 
Gerçi Elif deyince akla Karacaoğlan geliyor, ama bizim 
mutlulukla işimiz olmaz. Cantor ki mecnuna döndü: 

“Böyle Mecnun gezenin vallah elbet Leylâ'sı var.” 

Neyse, şimdi bunları bırakalım da kendi sayılarımıza 
geri dönelim. Zaten gereğinden fazla açıldık. Sonlu-ötesi 
dünyada ne gizler olursa olsun, bu yöntem ne kadar mu- 
azzam olursa olsun, ben gene de bu çokluk sayısı işini 
sıralamadan bağımsız olarak anlamak istiyordum ve önce 
hayran olduğum von Neumann’ testileri sonuçta tam da 
beklediğimi vermemişti. 

Çekirge: Sen de boyuna hayal kırıklığına uğruyorsun! 

Çerçi: Olsun... Sonunda her türlü otoriteden kurtulu- 
yorsun. Gerçeğin peşindeysen kendi aklını kullan. Ama 
gerçeğin peşinde koşmuş ve kendi aklını kullanmış insan- 
ların nereye vardığına da bakmak lazım tabii. Sen onların 
vârisisin. Ne kadar büyük bir miras! Aklımız aslında biraz 
da böyle oluşmuyor muydu? Ama neyse ne. Hava karardı 
mı tek başınasın. 
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Usta'ya Dönüş 


Artık bu defteri kapatmadan Dedekind tam olarak ne 
demiş bir kere daha bakayım dedim. Bu defa daha soğuk- 
kanlıydım. Dedekind, uzun bir önsözden sonra, metne 
şöyle başlıyordu (gene biraz serbestçe yazacağım, çünkü 
Dedekind'in şiirselliğini vermek zor): 


“Şey” deyince, düşüncemizin herhangi bir nesnesini 
anlayacağım. 


Sıkça karşılaşıldığı üzere, a, b,c,... gibi birtakım 
farklı şeyler, herhangi bir nedenle ortak bir açıdan 
ele alınarak, zihinde bir araya getirilirler. Bu durum- 
da, a, b, c,... seylerinin bir S “sistemi” oluşturduğu 
söylenir.a,b,c,... şeylerine, S sisteminin eleman- 
ları denir; tersine, S sisteminin de bu elemanlardan 
oluştuğu söylenir. S sisteminin kendisi de, düsünce- 
mizin bir nesnesi olarak, bir şey'dir. 


S ve T gibi iki sistemin aynı olması demek (S = T), S 
'nin her elemanının T'nin de elemanı olması ve T’nin 
her elemanının S'nin de elemanı olması demektir. 


Bir A sisteminin, bir S sisteminin alt-sistemi olması 
demek, A sisteminin her elemanının S sisteminin de 
bir elemanı olması demektir. 

A sistemi S sisteminin bir alt-sistemi ise ve fakat on- 
dan farklı ise, A sistemine S sisteminin bir öz alt- 
sistemi (veya has ya da hakiki alt-sistemi) denir. 


Çekirge: Bunlar bana tanıdık geliyor. Dedekind'in sis- 
tem dediği küme yani. 

Çerçi: Evet. Dedekind’i, Cantor'la birlikte, küme di- 
linin yaratıcısı olarak görmek lazım. Ama tabii kıya- 
met Cantorun sonlu-ötesi sayılarından koptu. Şimdi 
Dedekind'le devam edelim: 


Bir A sistemi ile bir S sistemi arasındaki bu ilişki sü- 
rekli gündeme geleceği için, bir kısaltma olarak, A3S 
gösterimini kullanacağız. 
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Çekirge: O işaret yanlış olmuş, A C S olacaktı. 

Çerçi: İşaretin yanlışı olmaz. Dedekind onu seçmiş. As- 
lında o işaret daha kötüydü de ben biraz düzelttim. Ama 
demek ki o işaret fazla yaşamamış. İşaretlerin de bir haya- 
t oluyor. Doğrunun-yanlışın ötesinde gizler var. Bu ilginç 
bir konu ama şimdi bırakalım. 

Dedekind, bir şeyin bir sistemin elemanı olması ilişkisi 
için bir sembol kullanmıyor. Bir sistemin başka bir siste- 
min alt-sistemi olma ilişkisini daha temel gördüğü anla- 
şılıyor. Bir a şeyi ile, sadece bu şeyi eleman olarak içeren 
(başka hiçbir şeyi eleman olarak içermeyen) bir sistem 
arasında fark gözetmiyor. Herhalde bu nedenle de ayrı bir 
“elemanı-olma” gösterimine gerek duymuyor. Çünkü bu 
durumda bir a şeyinin bir S sisteminin elemanı olması de- 
mek, sadece bu a şeyini içeren sistemin, S sisteminin alt- 
sistemi olması demek oluyor: 435. Bu nokta Dedekind'in 
bugünkü tercihlerden ayrıldığı bir nokta. İlginç bir şekil- 
de, hiçbir elemanı olmayan sistemlere de izin vermiyor, 
yani boş sistem yok. 

Çekirge: Bu güzelmiş işte, boş kümeden çektiklerimizi 
düşününce... 

Çerçi: Ama istenirse böyle bir sistemin yaratılabileceği- 
ne, bunun başka araştırmalar için rahatlıklar sağlayabile- 
ceğine de işaret ediyor! 

Dedekind A, B, C,... gibi sistemlerin birleşimini M(A, 
B, C,...) ile ve kesisimini &(A, B, C,...) ile gösteriyor. 
Bunlar da bildiğimiz küme birleşimleri ve kesişimleri. 
Ama boş sistem olmadığından, kesişimin anlamlı olması 
için, ilgili sistemlerin en az bir tane ortak elemanı olduğu- 
nu kontrol etmek gerekiyor. İşin yoksa her kesişim aldı- 
ğında buna bak. Gördün mü şimdi boş kümenin ne kadar 
faydalı olduğunu! 

Çekirge: Evet, pek faydalıymış. 

Çerçi: Dedekind, ilginç bir tanım olarak, bir S sistemi- 
nin bir © tasvirinden (gönderiminden), bu sistemin her 
elemanına keyfi bir şeyin karşılık getirilmesini anlıyor. 
Yani bu, bir küme üzerindeki bir fonksiyondan başka bir 
şey değil; ama herhangi bir değer kümesi belirlenmemiş, 
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elemanları istediğin gibi resmedebilirsin; S sisteminin bir 
s elemanının resmini p(s) veya s' ile ve bütün elemanla- 
rın resimlerinin oluşturduğu sistemi de (S) veya S' ile 
gösteriyor. (Kesme işareti bazen dizgide sorun yarattığı 
için biz onun yerine * kullanalım: s' yerine s* gibi) 

Gene bugün yaptığımız gibi, bir S sistemi üzerinde bir 
© fonksiyonu ve (5) sistemi üzerinde bir y fonksiyonu 
verildiyse, bunların bileşkesi olarak S sistemi üzerinde bir 
8 fonksiyonu tanımlıyor: O(s) = W(s*) = W(p(5)) 

Çekirge: Bunlar çok kolaymış, senin neden anlayama- 
dığına şaştım. 

Çerçi: Acele edip başka kaynaklara yönelmekle hata 
etmişim. Çok merak ettiysen, adamın kendi ne diyor onu 
dinliyceksin. Araya aracılar girince, iş bazen telsiz telefon 
oyununa dönüşüyor. 

Dedekind bundan sonra sistemlerin ve fonksiyonla- 
rın benzerliğini tanımlıyor: Bir S sistemi üzerindeki bir 
© fonksiyonu, sistemin farklı elemanlarına farklı şeyler 
karşılık getiriyorsa, p fonksiyonuna bir “benzerlik” fonk- 
siyonu diyor. 

Çekirge: Yani bizim bire-bir fonksiyon. 

Çerçi: Evet. Şimdi bir S sistemi üzerinde bir p ben- 
zerlik fonksiyonu verildiğinde, bu defa (s) elemanına s 
elemanını karşılık getirmek suretiyle, (S) sistemi üze- 
rinde, gene bir benzerlik fonksiyonu olan, ® fonksiyonu- 
nu tanımlıyor. 

Çekirge: Yani ters fonksiyon. 

Çerçi: Aynen. Şimdi de, S ve R gibi iki sistemin benzer- 
liğini tanımlıyor: Eğer S sistemi üzerinde, (5S) = R olacak 
şekilde bir p benzerlik fonksiyonu varsa, S ve R sistemle- 
rine benzer sistemler diyor. Tabii bu durumda aynı zaman- 
da p(R) = S olur. 

Çekirge: Böylece kümelerin bire-bir ve örten bir fonk- 
siyonla eşlenmesine geldik. 

Çerçi: Evet. Bu noktada Dedekind fonksiyon kavramı- 
nı tam bizim kullandığımız şekle dönüştürüyor: S sistemi 
üzerinde bir p fonksiyonu verildiğinde, (S) sistemi bir Z 
sisteminin alt-sistemiyse, o zaman @ fonksiyonuna, S sis- 
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teminin Z sistemi içindeki bir tasviridir diyor. Yani p artık 
bizim alıştığımız gibi, S tanım kümesinden Z değer küme- 
sine bir fonksiyon: : S > Z. Ayrı-gayrımız kalmadı. 

Dedekind bundan sonra bir sistemin kendi içindeki tas- 
virlerini, yani bu sistemden kendisine giden fonksiyonları 
göz önüne alarak, bizim için çok önemli olacak zincir kav- 
ramını tanımlıyor: Bir g: S > S fonksiyonu verilmiş olsun. 
S sisteminin bir K alt-sistemini göz önüne alalım. Eğer K 
alt-sisteminin her elemanının p fonksiyonu altındaki resmi 
gene K alt-sisteminin bir elemanıysa (yani K'- p(K)3K ise, 
ya da senin seveceğin şekilde, (K) CK ise), ozaman K alt- 
sistemine «p fonksiyonuna göre bir zincir, ya da kısaca, zin- 
cir diyoruz. Tabii bir alt-sistemin zincir olup olmaması göz 
önüne alınan fonksiyona göre değişir; bir fonksiyona göre 
zincir olan bir alt-sistem başka bir fonksiyona göre zincir 
olmayabilir. Biz şimdi belli bir p fonksiyonu ile çalışalım ve 
zincir deyince bu fonksiyona göre bir zinciri anlayalım. 

Birtakım zincirlerin kesişiminin gene bir zincir olduğu- 
nu hemen görebilirsin. Buradan hareketle, herhangi bir A 
alt-sistemi verildiğinde, onu içeren en küçük zinciri oluş- 
turabiliriz: Önce A alt-sistemini içeren bütün zincirleri 
düşünelim. Böyle en az bir zincir var mıdır? 

Çekirge: Tabii ki, S sisteminin kendisi. 

Çerçi: Çok güzel! Şimdi de bütün bu zincirlerin kesişi- 
mini alalım. A alt-sistemini içeren, dolayısıyla boş olmayan 
bu kesişim de bir zincirdir ve A alt-sistemini içeren zincir- 
lerin en küçüğüdür, çünkü tanımımız gereği bu zincir, A 
alt-sistemini içeren herhangi bir zincirin alt-sistemidir. 

Çekirge: Tabii ki, birtakım kümelerin kesişimini aldı- 
Sımızda, bu kesişim, o kümelerin her birinin altkümesi 
olur. 

Çerçi: Evet, şimdi bu zincire A alt-sisteminin (© fonk- 
siyonuna göre) zinciri ya da A alt-sisteminin ürettiği zin- 
cir diyelim ve onu A, ile gösterelim. Şimdi söyle bakalım, 
A alt-sisteminin kendisi bir zincirse, onun ürettiği zincir 
ne olur? 

Çekirge: Gene kendisi olur tabii. Sen de çok kolay so- 
rular soruyorsun. 
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Çerçi: Peki, peki. Dedekind bundan sonra “Tam Tü- 
mevarım Teoremi” dediği bir teorem ispatlıyor (Biz buna 
matematiksel tümevarım teoremi diyelim): 


Matematiksel Tümevarım teoremi: S bir sistem, 
p:5— S bir fonksiyon, A C S bir alt-sistem ve A, da 
A alt-sisteminin p fonksiyonuna göre zinciri olsun; 
ayrıca, herhangi bir X sistemi göz önüne alalım (bu 
sistem S'nin bir alt-sistemi olabilir veya olmayabi- 
lir). Bu takdirde, A, C X olduğunu kanıtlamak için 
aşağıdaki iki özelliğin sağlandığını göstermek yeter- 
lidir: 
.AcŞ, 
ep(A,n SEN, 
Bu teorem bu şekliyle belki senin pek hoşuna gitmemiş 
olabilir; ama Dedekind (bence biraz tehlikeli sulara yöne- 
lerek) bunu bir de şu şekilde ifade ediyordu: 


A, zincirinin bütün elemanlarının belli bir özelliğe 
sahip olduğunu görmek için, 

e A alt-sisteminin bütün elemanlarının söz-konusu 
özelliğe sahip olduğunu ve 

e A, zincirinin bir s elemanı bu özelliğe sahipse, o 
zaman (s) elemanının da bu özelliğe sahip olduğu- 
nu görmek yeterlidir. 


Bu iki ifade biçiminin aynı kapıya çıkacağını göstermek 
için, Dedekind, È sistemi olarak “söz-konusu özelliğe sahip 
bütün şeylerin oluşturduğu sistemi” alalım diyordu! S sis- 
teminin, bu özelliğe sahip bütün elemanlarının oluştur- 
duğu alt-sistemini alalım demiyordu! Neden böyle demi- 
yorsun?! Neden durduk yerde başını derde sokuyorsun 
sevgili Dedekind! Belli bir özelliğe sahip bütün şeylerin 
oluşturduğu sistem nasıl bir şey? 
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Sonsuzluk 


Dedekind biraz sonra da asıl bombayı patlatıyordu: 
Önce “sonsuzluğu” belki de dünya tarihinde ilk defa ola- 
rak tanımladıktan sonra, sonsuz sistemlerin varlığını “ka- 
nıtlıyordu”. (“İlk defa” ibaresi biraz tartışmaya açık ola- 
bilir, belki Galile'den sonra 2. defa, bilemiyorum, belki 
başkaları da vardır; ama Dedekind'inki ilginç bir gözlemi 
aşan bilinçli bir tanımlamaydı; Cantor bir ara bu tanım 
için öncelik tartışmasına girmeyi aklından geçiriyor, ama 
vazgeçiyor; anlaşılan Cantor da Dedekind'den bağımsız 
olarak bu gözlemi yapmış, fakat ya üzerinde durmamış 
veya önemini kavramamıştı. Dedekind bu tanımı 1888'de 
yayımlamış olsa da, kavram oluşturmanın gerisinde uzun 
bir kuluçka dönemi yatıyor. Cantor 1882'de Dedekind’e 
sonlu ile sonsuzu ayırt edecek basit bir tanım verme- 
nin zorluğundan söz açtığında, Dedekind bunu basitçe 
açıklıyor ve Cantor çok şaşırıyor. Dedekind, 1888'de H. 
Weber'e yazdığı bir mektupta bu konuya değiniyor ve 
“İnsan bazen değerini ve anlamını lâyıkı veçhile takdir 
etmeden de bir şeye sahip olabiliyor” diyor. (Dedekind, 
3. Cilt, s.488) Bu cümle nedense beni çok etkilemişti. Bu- 
nun ne kadar çok örneğini görüyoruz. Hepimiz, kıymetini 
çok da bilmediğimiz büyük evrimsel ve sosyal kazanımla- 
rın vârisleriyiz. Matematiği de böyle yapıyoruz, bilimi de, 
ticareti de. Ne zaman hızla akan trafikte karşı kaldırıma 
geçmeyi başaran insanlar görsem Dedekind'i hatırlarım. 
O nasıl bir senso-motorik, nasıl bir kestirim gücü ve alan 
hâkimiyeti! Hızın ne demek olduğunu Newton'a değil 
onlara soracaksın. Talih fırsat verseydi, onlardan acayip 
dinamik-sistemler teorisyenleri çıkardı. Bu parantez uzun 
oldu Çekirge, beni bağışla.| 

Dedekind'in sonsuzluk tanımı çok ilginçti: 


Bir sistem kendisinin hakiki bir alt-sistemine ben- 
zerse, o sisteme sonsuz denir; aksi halde sonlu de- 
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nir. (Yani, bir kümeden kendisine giden, bire-bir 
ama örten olmayan bir fonksiyon varsa, o kümeye 
sonsuz denir.) 


Sonsuz bir sistem kendisinin “kopyalarını” has bir alt- 
sistem olarak içeriyor; tabii o zaman o alt-sistem de ken- 
disinin kopyalarını kendi has alt-sistemi olarak içeriyor; 
tabii o zaman da o alt-alt-sistem de kendisinin kopyala- 
nni... 

Bugünün fraktallerine ne kadar benziyor! 

Soru 24: Fraktal ne demek? 

Cevap 24: Onu sonra konusalım da, şimdi Dedekind’in, 
daha sonra çok pişman olduğu sonsuzluk teoremini göre- 
lim: 

Çekirge: Sen de sorularıma hiç doğrudan cevap vermi- 
yorsun, hep ileri atıyorsun veya geçiştiriyorsun. Bu bana 
bir öğretmenimi hatırlatıyor. 

Çerçi: Ama Çekirge bu bir ansiklopedi değil, ben de 
her sorduğunu biliyor değilim, şimdi sayıların peşindeyiz; 
serüvenimiz bizi fraktallere götürürse, onları da konusu- 
ruz. Şimdi izninle sonsuzluk teoremine bakalım: 

Teorem: Sonsuz sistemler vardır. 

Dedekind bunu şöyle “kanıtlıyor”: “Düşünce dünyam, 
yani düşüncemin nesnesi olabilecek bütün şeylerin sis- 
temi sonsuzdur” diyor ve devam ediyor: “Çünkü, s dü- 
şüncemin bir nesnesi ise, bu nesnenin düşüncemin bir 
nesnesi olduğu düşüncesi de, düşünce dünyamın bir s* 
elemanıdır.” Böylece s elemanına s* elemanını karşılık 
getirmek suretiyle, kendi düşünce dünyası olan S siste- 
mi üzerinde, gene bu sistem içinden değerler alan bir p 
fonksiyonu oluşturmuş oluyor (p(s)= s*). Sonra diyor, 
“Düşüncemin s, ve s, nesneleri farklıysa, bunların düsün- 
cemin birer nesneleri olduğu düşünceleri de (Si ve 52) 
farklıdır.” Yani p fonksiyonu bire-bir bir fonksiyon olu- 
yor. Nihayet ekliyor: p(5) hakiki bir alt-sistemdir (çünkü, 
örneğin “Ben” orda yokum)! Yani p fonksiyonu örten de- 
gil! Böylece Dedekind'in düşünce dünyası olan S sistemi, 
kendisinin bir öz alt-sistemine benzer olup, dolayısıyla da 
tanıma göre sonsuz oluyor. Güzel düşünce doğrusu! 
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Cekirge: Orasını bilemem. Ama bu da senin düsünce 
dünyanın bir nesnesi tabii! 

Çerçi: Böyle fazlaca cesur bir şekilde sistem ya da küme 
oluşturulması yakında matematiğin başını epeyce derde 
sokacaktı. Ama şimdi onu sonraya bırakıp, Dedekind'in 
ana düşüncesine gelelim. Sayılara bir adım kaldı! 

Çekirge: Pek inanamıyorum ya... 
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Basit Sonsuzluk 
ya da Doğal Sayılar 


Çerçi: Dedekind bundan sonra “basit sonsuzluk” kavra- 
mını tanımlıyor. Sonsuzluğa ek olarak bir koşul daha ileri 
süreceğiz. Önce, sonsuz bir N sistemi ve bu sistemden ken- 
disine bir p benzerlik fonksiyonu verilmiş olsun ve p(N) 
hakiki bir alt-sistem olsun; yani senin daha çok seveceğin 
şekilde söylersek, N kümesinin her elemanına gene N kü- 
mesinden bir eleman karşılık getirilmiş olsun; bu işlem, 
farklı elemanlara farklı elemanlar karşılık gelecek şekilde 
yapılmış olsun; ve N kümesinin bu karşılık getirmede re- 
sim olarak ortaya çıkmayan en az bir elemanı olsun. 

Çekirge: Gene ne uzatıyorsun, desene, p: N >N fonk- 
siyonu bire-bir olsun, ama örten olmasın. 

Çerçi: Evet, evet. Şimdi ilave koşulumuza gelelim: 
(N) altkümesine ait olmayan öyle bir eleman var olsun 
ki, onun ürettiği zincir N kümesinin tamamına eşit olsun! 
Dedekind, bu takdirde N kümesine “basit sonsuz” diyelim 
diyor. Ama şimdi sıkı dur: 

“Ürettiği zincir bütün N kümesi olan o elemana 1 di- 
yelim” diyor!! 

İşte bu zihnimdeki bütün bulutları dağıtmıştı. Sayı ma- 
ceramın sona erdiğini hissediyordum. Gerisi teferruattı. 
Adam ötekiler gibi gökten düşercesine ve anlamsız bir 
şekilde “Aksiyom: 1 bir doğal sayıdır” demiyordu. Belli 
bir mekanizmayı tarif ettikten sonra bir elemana isim ko- 
yuyordu. Sonra da, sadece tekrar ve toparlama olsun diye 
ekliyordu: Basit-sonsuz bir N sisteminin esası, aşağıdaki 
özellikleri sağlayan bir p dönüşümü ve 1 ile gösterdiğimiz 
bir elemanın varlığından ibarettir: 

a. N*= p(N) EN 

P. N kümesi, 1 elemanının zinciridir: N = 1, 

y. l elemanı, N* = p(N) kümesine ait değildir. 

ô. p dönüşümü bire-birdir. 
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j Ş.6. 
£ Einfad) unendlide Sifteme, Reihe der natürlichen 
r Zahlen. 


71. Erklärung. Cin Shftem N beit einfa unendlich), 
wenn e3 eine JŞolde ähnliche Abbidung p von N in. fiğ felojt 
giebt, dağ N als Kette (44) eines Elementes erjcheint, welches nicht 
in gp (N) enthalten if- Wir nennen dies Element, das wir im 
Folgenden durch das Symbol 1 bezeichnen wollen, das Grund- 
element von N und jagen zugleich, das einfach unendliche Syjtem N 
fei durch dieje Abbildung p geordnet. Behalten wir die früheren 
bequemen Bezeichnungen für die Bilder und Seiten bei (F. 4), jo 
befteht mithin das Wefen eines einfad unendlichen Syflems N in 
der Eriftenz einer Abbildung p von N und eines Elementes 1, die 
den folgenden Bedingungen e, B, y, Ò genügen: 

é NEINN 

BN 

7. Das Clement 1 ift nicht in N’ enthalten: 
ô. Die Abbidung p ift ähnlich. 

Offenbar folgt aus &, y, ð, dağ jedes einfach unendliche 
Spften N wirlliğ ein unendlihes Syftem ift (64), weil e$ einem 
echten Theile N feiner jelbft ähnlich. ift. 

72. Sap. In jedem unendlihen Syiteme S ift ein einfach 
unendliches Spitem N als Theil enthalten. 


Dedekind’in doğal sayılar için aksiyomları (a, ß, y, 6). 
(Sayılar Nedir ve Ne Olmalıdır?, 1888) 


Dedekind bundan sonra, herhangi bir sonsuz sistemin 
basit-sonsuz bir alt-sistemi olduğunu gösteriyor (Son- 
suz bir S sistemi için, bire-bir olan ama örten olmayan 
bir p:5—5S fonksiyonu alıyor, S sisteminden (S) dışında 
kalan bir eleman seçiyor, buna 1 diyor ve N olarak bu ele- 
manın zincirini alıyor) ve devam ediyordu: 

Basit-sonsuz bir sistemin elemanlarının özel vasıfları 
tamamen unutulur, onlar sadece farklı şeyler olarak düsü- 
nülür ve bu elemanların yalnızca “düzenleyen-sıralayan” 
© fonksiyonu ile vücut bulan ilişkileri göz önünde bu- 
lundurulursa, o sistemin elemanlarına doğal sayılar denir. 
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İşte tam da bu anlamda, yani doğal sayıların her türlü içe- 
rikten tamamen arındırılmış olmaları nedeniyle, doğal sa- 
yılara insan zihninin serbest yaratıları olarak bakılabilece- 
ğini söylüyordu. n* = p(n) elemanını n elemanının ardılı 
(takipçisi) olarak adlandıran Dedekind, daha sonra büyük 
bir titizlikle doğal sayıların birbirlerinden küçük-büyük 
olmalarını, toplanmalarını, çarpılmalarını tanımlayarak 
bildiğimiz aritmetiği inşa ediyordu. 

Çekirge: Bunları biraz açsan... Hiç toplama, çarpma 
işlerini konuşmadık. 

Çerçi: Tabii. Ama ondan önce şunu da belirtmem ge- 
rekir ki, Dedekind bu inşaata başlamadan önce matema- 
tiksel tümevarımın doğal sayılara uygulaması olarak şu 
özelliği ifade ediyordu: 


Doğal sayılar için tümevarım teoremi: Belli bir özel- 
lik, m doğal sayısı için doğruysa ve m, zincirine ait 
herhangi bir n doğal sayısı için doğru olduğunda 
pin) için de doğru oluyorsa, o zaman bu özellik m, 
zincirine ait bütün doğal sayılar için doğrudur. 


Şimdi gene bunun tartışmasına girmek istemiyorum. 
Bu özelliği, “doğal sayılar için tümevarım” dendiğinde ilk 
akla gelen şekliyle ifade edersek: 

N kümesinin bir K altkümesi, 

e 1 elemanını içeriyorsa (1 EK), 

en EK olduğunda, p(n) EK oluyorsa, 

o zaman K = N olur. 

Dedekind bunu zaten yukarıdaki teoremden he- 
men önce ayrı bir teorem olarak ifade ediyor. 1 elemanının 
zincirinin N olduğunu doğal sayıların temel özelliklerin- 
den biliyoruz. Bu son özellik, bir zincir şayet 1 elemanını 
içeriyorsa, o zincirin N kümesine eşit olduğunu söylüyor. 
Bunu sanırım sen ispatlayabilirsin. 

Çekirge: Bir deneyeyim. 1 € K olduğundan, 1, € K, 
olur. K bir zincir olduğundan K,=K dır. 1,= N olduğun- 
dan, demek ki N CK olur. Diğer yandan K C N olduğunu 
biliyoruz. Demek ki K=N imiş! Evet, pek basitmiş. 

Çerçi: Yani sonuç itibarıyla, N kümesi, 1 elemanını içe- 
ren yegâne zincirdir. 
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Pa een) 


n 


Bu formülü ben de bir vakitler küçük n'ler için deneye yanıla (“fiziksel tümevarım 
ile) bulmuş ve matematiksel tümevarım ile kanıtlamıştım (TÜBİTAK Bilim ve Teknik 
Dergisi, “Çerçiden İlk Dersim”, |, II, III]. Matematiksel tümevarım benim gibi 
aptallar için biçilmiş kaftandır zaten. 

n =] için doğru. 

n için doğru olduğunda n + 1 için de doğru: 


+(n+1)? 


+24 34.424 (m4 = at Dene) 


_(n+D(n+2)(2n+3) 
u 6 


O halde bütün n'ler için doğru. 

Ama on yıl kadar önce bir gün, başka bir ortaokul çocuğu çıktı geldi ve bu 
formülün harikulade bir geometrik kanıtını verdi. 6 tane Sümer zigguratını 
birlestiriyorsun ve kenarları n, n + 1 ve 2n + 1 olan bir prizma çıkıyor! Bir 
mücevher! Keşke Çerçi bunu görebilseydi. Okay Arık'ın şu anda nerelerde olduğunu 
bilmiyorum. Ama bu çok orijinal zihnin başka yaratılarını http://demonstrations. 
wolfram.com /author.html?author-Okay*Arik adresinde görebilirsiniz. 


Dedekind daha sonra, m ve n gibi iki doğal sayı veril- 
diğinde, m < n olmasını şöyle tanımlıyordu: nc (pm)), 
Yani, n elemanının zinciri, (m) elemanının zincirinin 
altkümesi olacak. 

Çekirge: Evet, akla yakınmış. Sayılar soldan sağa dizil- 
se, küçük sayı solda kalır ve zinciri daha önce başlayıp, 
ötekinin zincirini içerir. 

Çerçi: Bakıyorum “küçük sayının zinciri daha uzun 
olur” demiyorsun! 

Çekirge: Eh, biz de o kadar dikkat edelim. Desem ne 
olurdu sanki. O zaman da diycektin, “O iki zincir de son- 
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suz değil mi, biri nasıl diğerinden uzun olur? Hem uzun 
da ne demek?” falan. Oysa niyetimi pekâlâ anlıycaktın. 
Bunlar küçük mesele. Dedekind'in temel ilişkisi kapsan- 
ma olduğundan, bu dilde ifade ettim. 

Çerçi: Vay, vay, vay! Sen bu ilmi kaptın artık. Dede- 
kind bundan sonra, herhangi iki farklı m ve n doğal sa- 
yısı verildiğinde, yam < n veya n < m olduğunu (bun- 
lardan birinin ve yalnız birinin doğru olduğunu); |, m 
ven gibi üç doğal sayı için, | <m ve m <n olduğunda, 
l < n olacağını; yani tanımladığı “<” ilişkisinin N kümesini 
(bugünkü ifademizle) tam-sıralanmış bir kümeye dönüş- 
türdüğünü; ayrıca, N'nin herhangi bir alt-sistemi (boş- 
olmayan altkümesi) verildiğinde, bu alt-sistemin bir en 
küçük elemana sahip olacağını, yani N'nin iyi-sıralanmış 
olduğunu gösteriyordu. 

Toplamaya geçmeden önce Dedekind doğal sayılar için 
tümevarım teoremi yardımıyla şu çok faydalı teoremi is- 
patlıyordu: 


Tümevarımla tanım teoremi: N herhangi bir küme, 
0: Q > 0 herhangi bir fonksiyon ve w elemanı da Q 
kümesinden seçilmiş herhangi bir eleman olsun. Bu 
takdirde, aşağıdaki koşulları sağlayan bir ve tek bir 
Y.N > 0 fonksiyonu vardır: 

eyd)-o, 

e Her n doğal sayısı için W(p(n)) = 0(YW(n)). 


Bu da aslında çok akla yakın bir şey: W fonksiyonu ile 
bir n elemanını nasıl resmedeceğimizi biliyorsak, n'nin 
ardılını nasıl resmedeceğimizi ikinci koşul bize dikte edi- 
yor. l’i nasıl resmedeceğimizi de birinci koşul söylüyor. 
Böylece herkesin resmi belli oluyor. 

Dedekind, doğal sayılar için toplama işlemini “tüme- 
varımla tanım teoremi” yardımıyla şöyle tanımlıyordu: 0 
=N ve 0- © alalım ve N kümesinden bir m doğal sayısı 
seçerek, w = (m) olsun diyelim. Bu durumda, 

e (1) = w ve, 

e her n doğal sayısı için W(gp(n)) = (YW(n)) 
olacak şekilde tek bir tane W: N > N fonksiyonu vardır. 
Dedekind işte bir n sayısının bu W fonksiyonu altındaki 
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y(n) resmine, m ve n sayılarının toplamı diyor ve bunu m 
+ n ile gösteriyordu: m + n=/(n). Demek ki, 
em+1l=W(l)=w=@(m) ve, 
e m + p(n) = Ylp(n)) = EY) = om +n). 

Bundan güzel toplama olmaz herhalde: Bir doğal sayıya 
l eklediğimiz zaman, o sayının ardılını buluyoruz! Vin 
ardılına 2 dersek, demek ki 1 + 1 = 2 oluyor! 

Çekirge: Valla bu kaybettiğimiz eşeği bulmak gibi bir 
şey! Ben zaten böyle olduğunu biliyordum. 1 + 1 -2 de- 
mek için ne kadar çok dolandık! 

Çerçi: Biz gene ucuz kurtulduk. Dedekind 45 sayfa- 
da bu noktaya geliyor, ama Russell’a itibar etsek, yanlış 
hatırlamıyorsam 750 sayfada falan ancak gelirdik! Ama 
Dedekind'in iki'si ile Russellın iki'si apayrı şeyler tabii 
(Von Neumann'ın iki'si hatırlıycaan!!! üzere daha da 
apayrıydı). Dedekind'in ikisi, ne olduğu pek belli olmayan 
Vin (basit-sonsuz bir sistem içindeki özel bir elemanın), 
gene ne olduğu pek belli olmayan ardılı. Russellin ikisi 
ise, “iki elemanlı” kümelerin o uçsuz bucaksız âlemi. As- 
lında her ikisinin de “iki elemanlı” olma konusunda pek 
sorunları ve tereddütleri yok. Ama “iki”? 
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Üç Elmayı Anladım, 
Ama Üç Nedir? 


Çok yıllar önce, öğretmenler için hazırlanan bir kitap- 
çıkta, “Üç elmayı anladım, ama üç nedir?” diye bir başlık 
atmıştım da başım epey derde girmişti. Öğretmenlerimizin 
sert eleştirilerine maruz kalmış ve gazetelere düşmüştüm. 
Niye doğru-dürüst matematik anlatılmıyordu? Bu da ne 
demek oluyordu? Sonra Ali Nesin de bir dergide, sanıyo- 
rum sanki bir yankı gibi, aynı başlığı atmış. En iyisi belki 
de iki'yi, üçü tanımlama sevdasından vaz mı geçmek? 

İki elemanlı, üç elemanlı olmak da bence sanıldığı ka- 
dar masum değil. Tabiatın iki'si gizli bir gerilim yüklü. 
Birbirlerinden mutlak olarak tecrit edilmiş varlıklar yok- 
sa, iki nasıl bir şey olacak? Matematikçiler ikiyi modeller- 
ken örtük olarak bunu varsayıyorlar aslında. İki elemanlı 
bir kümeden söz edebilmek için, kendi başlarına var olan 
ve ne oldukları belli olan farklı şeyler lazım. “Şey” nedir 
aslında? Bu, üzerinde çok da fazla kafa yorduğumuz bir 
kavram değil, ama yormak gerekir, çünkü uluorta kulla- 
nıp duruyoruz. Şey, statik midir, yoksa dinamik de olabi- 
lir mi? Başka şeylerle kısmen karışıp örtüşmesine nereye 
kadar izin verilebilir? Şey deyince aklına ne geliyor? Şey, 
bir kavram olarak nelerin modelidir? Bunu belki bebek- 
lere de sormak lazım. Hareketli bir obje bir perdenin ar- 
kasında kaybolunca şaşırıyorlar, hatta ağlıyorlar, dünya 
modelleri sarsılıyor; obje tekrar ortaya çıkınca seviniyor- 
lar. Neyse, bunların içinden çıkamayız herhalde, gene 
Dedekind'e dönersek, Dedekind, iki elemanlı olmayı, ya 
da genel olarak söyleyelim istersen, n elemanlı olmayı 
şöyle tanımlıyordu: Belli bir n E€ N doğal sayısı verildiğin- 
de, nden küçük ya da n’ye eşit doğal sayıların kümesini Z, 
ile gösteriyor ve bir küme Z, ile bire-bir eslenebiliyorsa, o 
kümeye n-elemanlı bir küme diyordu. Sonra da epey bir 
zahmetle bir kümenin sonlu olması için gerek ve yeter 
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kosulun, bu kümenin uygun bir n icin Z, ile bire-bir esle- 
nebilmesi olduğunu, bu durumda da n'nin tek türlü belirli 
olduğunu gösteriyordu. 

Çekirge: Bunda şaşılacak bir şey yok, sonlu bir küme- 
nin n elemanı varsa, o küme Z, ile eslenebilir. Üç elemanlı 
bir küme de aynı zamanda iki elemanlı olacak değil her- 
halde! 

Çerçi: Yaa, sağduyun ne güzel çalışıyor. Ama sağduyu- 
muza güvenebilir miyiz? Bütün mesele burda. 

Çekirge: Ben güveniyorum. 

Çerçi: Ben de güveniyorum. Tereddüde düşene kadar. 
Yanlış yapmak problem değil. Ama başka deliller oldu- 
ğunda düşüncelerimizi gözden geçirmeye hazır olmamız 
gerekir. Bütün mesele burda. 

Çekirge: Tamam, tamam, şimdi gene Hamletleşmeye- 
lim. Sen bi de Dedekind'in doğal sayıların çarpımını nasıl 
tanımladığını anlatsan iyi olacak. 

Çerçi: Peki, ama ona geçmeden şunu belirteyim ki, De- 
dekind doğal sayılar için toplamayı tanımladıktan sonra, 
toplamanın bildiğimiz temel özelliklerini kanıtlıyordu: 

m ve n herhangi iki doğal sayı olmak üzere, 

m+n=n+m. 

l, m ven herhangi doğal sayılar olmak üzere, 

(I+m)+n=1+(m+n). 

Cekirge: Yani toplama islemi degismeli ve birlesmeli. 

Çerçi: Evet. Sıralama işlemi ile toplama işleminin ilis- 
kisinin “uyumluluğu” üzerine de Dedekind şunu ispatlı- 
yordu: 

l, m ve n doğal sayılar olmak üzere, 

m<nisem+l<n+l. 

Sütten ağzı yanan yoğurdu üfleyerek yer derler ya, yeni 
temeller atmanın titizliği içinde koca Dedekind birçok 
küçük sonucu da teorem olarak ifade ediyor, örneğin bu 
özelliği ispatladıktan sonra, eşitsizliklerin taraf tarafa top- 
lanabileceğini ayrı bir teorem olarak ifade ve ispat ediyor- 
du. Bunu artık sana bırakabilirim sanırım. 

Çekirge: Bir bakalım. m < n ve k <l olsun. Bu durumda 
m + k <n + l olduğunu göstermeliyiz... Evet, çok kolay- 
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mış: Önce birinci eşitsizliğe k eklersek, m + k < n + k yaza- 
biliriz. İkinci eşitsizliğe n eklersek, k + n < l + n buluruz. 
Buradan da m + k < n + l elde ederiz. 

Çerçi: Çok güzel. Ama toplamanın değişmeli olmasını 
da kullandın değil mi? 

Çekirge: Tabii ki, artık onu söylemeye lüzum görme- 
dim. 

Çerçi: Tamam, farkında olman önemli. 

Şimdi kısaca çarpmaya da değinelim: Dedekind bunun 
için de gene “tümevarımla tanım teoremi”ni kullanıyor- 
du: Bunun için Q = N alalım, herhangi bir m doğal sayısı 
seçelim, 0: Q > (0 fonksiyonunu, yani 0: N > N fonksiyo- 
nunu, (n) = n + m şeklinde tanımlayalım ve w olarak da 
m sayısını seçelim. Bu takdirde, 

e Y(l)=mve, 

e her n doğal sayısı için W(p(n)) = OCıp(n)) 
olacak şekilde tek bir tane W: N > N fonksiyonu var- 
dır. Dedekind, bir n doğal sayısının W(n) resmine, n ile 
m sayılarının çarpımı diyor ve bunu nm ile gösteriyordu: 
nm = W(n). Demek ki bu durumda, beklediğimiz gibi, 

lm = W(l)=mve, 

Wlo(n)) = (Yen) = Win) +m = nm + m oluyordu. 

W(p(n)) çarpma tanımımıza göre p(n)m olduğundan 
ve (n) de toplama tanımımıza göre n + 1 olduğundan, 
demek ki (n + 1)m = nm + m oluyor. 

Cekirge: Nihayet bir parantez acmayı ögrendik. Baka- 
lım bu isin sonu nereye varacak? Pardon, pardon, bu bir 
soru degildi. Umitsizlikle saskınlık arası bir nida iste. 

Cerci: Bunları kücümseme Cekirge. Bu iliskiler, ken- 
dilerini tasıyan sistemleri “belirleyen” yeni özellik tipleri 
olarak yavas yavas modern cebirin taslarını dösüyordu. 
Dedekind çarpma ile ilgili olarak, mn =nm ve (Im)n = I(mn) 
özelliklerinin, toplama ile çarpmanın uyumu olarak da, 
I(m + n) = Im + İn özelliğinin geçerli olduğunu kanıtlı- 
yordu. 

Bunlar muazzam şeylerdi, ama aklım birkaç yere takı- 
lıyordu: 

Çekirge: Eyvah! 
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Çerçi: Yok, yok. Bak şimdi, basit-sonsuz bir sistem ve- 
rildiğinde, p yerine uygun başka bir dönüşüm seçerek, 
istediğim elemanın 1 olmasını sağlayabilirdim. Ayrıca, 
farklı basit-sonsuz sistemler arasındaki ilişkiler nasıl ola- 
caktı? Elemanların özel vasıflarını unutmak, yalnızca p 
ile vücut bulan ilişkilerini göz önünde bulundurmak nasıl 
olacaktı? Bir de tabii, o sonsuz sistemler meselesi vardı... 

Biraz daha inceleyince şu teoremlerle karşılaştım: 
Basit-sonsuz herhangi iki sistem birbirine benzerdi; ay- 
rıca, basit-sonsuz bir sisteme benzer olan bir sistem de 
basit-sonsuzdu. Bunlar aslında belki fazla bir şey demek 
değildi, benzerlik nihayetinde iki sistemin bire-bir eşle- 
nebilmesi demekti, ama aradığım sır, ispatta saklıydı: 
Benzerlik rasgele bir eşleme ile değil, “p ile vücut bulan 
ilişkileri koruyan” bir eşleme ile veriliyordu ve bu da “tü- 
mevarımla tanım teoremi”nin kolay bir sonucuydu! Keş- 
ke bunu Dedekind kendi belagatıyla teoremin ifadesine 
katmış olsaydı... (Teorem 132, Dedekind, 3.Cilt, s.376) 
Şimdi bize N ve S gibi iki tane basit-sonsuz sistem verilsin. 
Bunların dönüşümleri p ve Y, birleri de 1 ve l olsun. Bu 
takdirde, N ve S arasında öyle bir 0 bire-bir eşlemesi vardı 
ki, 6(1) =l olup, N sisteminin herhangi bir n elemanı için 
de O(p(n)) = W(O(n)) ilişkisi geçerli idi. Yani, N'nin biri, 
S'nin bir'ine gidecek; N'nin bir n elemanı, S'nin s elema- 
nına gidiyorsa, n 'nin (n) = n* ardılı da, s'nin W(s) = s* 
ardılına gidecekti. Bu dademek oluyordu ki, basit-sonsuz 
herhangi iki sistem, esas itibariyle aynıydı, birler birlere, 
ardıllar ardıllara karşılık geliyordu. Hangisini istersen alıp 
kullanabilirdin. Sanki seni şaşırtmak için, kuliste kıyafet 
değiştirip tekrar karşına çıkıyorlardı. 
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Sıska Modeller 


Artık daha fazla kafa patlatmanın anlamı yoktu. Bu is bu 
kadardı. Derinse derin. Ama daha derin degil. Oldugun- 
dan basit gösterme. Ama oldugundan fazla da karıstırma. 
Senin pesinde kostugun o nesneler aslında sandıgından 
daha yalınmıs. Gayet sıska modeller. Cıplak demeyelim 
ama, cıplak iste. Cıplak gerceklik var ya. Giyinince ba- 
zen tanınmaz hale geliyorlar. Von Neumann’ın modelleri 
bile ne kadar tombuldu. Ama aslında özleri değişmiyor. İş 
onu görmekte. 10 dediğin nedir? 9'dan sonra gelen. Peki 
9? 8'den sonra gelen... Ya 3? 2'den sonra gelen. 2? 1'den 
sonra gelen. Peki 1? Hiçbir şeyden sonra gelmeyen! Ken- 
dinden önceki olmayan. Bütün ötekileri üreten. 

Çekirge: Su nerde? İnek içti! İnek nerde? Dağa kaçtı! 
İyi valla! Bu biraz hokus pokusa benziyor. 

Çerçi: Hem evet, hem hayır. Bir kere, Dedekind bizim 
gibi yok 10 nedir, yok 3 nedir diye tek tek doğal sayı- 
larla, onların tek tek içyapılarıyla ilgilenmiyordu. Onun 
için önemli olan bütün doğal sayıların oluşturduğu sis- 
temin özellikleriydi. Görünüşte alakasız başka bir sistem 
de aynı özelliklere sahipse, esas itibariyle bu iki sistem 
aynıydı ve elemanların kişisel özelliklerinin, kendilerine 
mahsus vasıflarının hiçbir önemi yoktu. Kimsenin tek 
başına gördüğünde adam yerine koyup doğal sayı deme- 
yeceği bir nesne, böyle bir sistem içinde ve diğerleri ile 
ilişkisi tahtında, birden makam ve mevki sahibi bir doğal 
sayı oluveriyordu. Tabii diğer yandan da, kendi içyapısı 
belki çok zengin bir eleman böyle bir sistemin elemanı 
rolüne konulduğunda, bütün bu özellikleri görmezden 
geliniyor ve sıradaki yerinden başka bir vasfı kalmıyordu. 
Her şey sistem içindi. Bir serap gibi peşinden koştuğum 
doğal sayılar buharlaşmıştı. Ama tabii sistem de kendi ha- 
tırı için değil, özellikleri için değer buluyordu. En şaşırtıcı 
olan da, bu özelliklerin bir anlamda sistemi belirlemesi 
idi. Çünkü aynı özelliklere sahip iki sistem çok doğal bir 
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sekilde, sistem ici iliskiler korunacak sekilde, birbirleriyle 
eslenebiliyorlardı. Artık insan daha fazla ne isterdi? Bun- 
lar yeni bir model türü ortaya koyuyordu. Nasıl bir isim 
koyalım bilemiyorum. Sıska modeller! İçi boş modeller! 
Özellik modelleri! Aksiyomatik sistemler! Matematiksel ya- 
pılar! Matematiksel kalıplar! 

Kadri kıymeti bilinmeden bu dünyadan göçmüş değerli 
matematikçimiz ve yüce insan Orhan Ş. İçen biz tıfıllara 
cömertçe zamanını ayırır, bize yol gösterir, matematiğin 
mahiyeti hakkındaki düşüncelerini aktarırdı. Unutulmaz 
saatlerdi. Ben o yüzden akşamüstülerini severim. Onun 
odasındayken hep bir manastırda olduğum duygusuna 
kapılırdım. Onun yardımıyla o küçük Orta-Avrupa şehri- 
ne gitmem nedeniyle bu Çerçi-Çekirge ilişkisinin ne yazık 
ki kısa sürebilmiş olmasını hep büyük bir kayıp olarak 
hissetmişimdir. Orhan Bey, “matematiksel kalıplardan, 
strüktürlerden” söz ederdi. Ben aptal kafamla bunları tam 
olarak anlayamaz, Orhan Beyi otobüs durağına kadar 
uğurladıktan sonra, onun söyledikleri kafamda deveran 
ederken, Laleli sokaklarında dolaşıp dururdum. Şimdi 
onun ne demek istediğini daha iyi anlıyordum. 

Ama bana sonradan tanıştığım ve zihnimin başaktörü 
haline gelen model kavramı nedense daha sıcak ve çeki- 
ci geliyordu. Kavramlar bile modeller değil miydi zaten? 
Model kavramı, tabiatla matematik arasında daha doğal 
ve organik bir köprü kuruyordu. “Strüktür”ün biraz daha 
soğuk ve soyut bir havası vardı. Biçim-içerik tartışmala- 
rında kaybolduğum ilkgençlik günlerine dönmek istemi- 
yordum. Şair ve filozof da olduğu söylenen bir tuhafiye- 
ciye gidip, bir gömlek beğendikten sonra, “Bu gömleği 
beğendim, ama gömlek kalsın, bana onun biçimini ve- 
rebilir misiniz?” diye sorup, “Delikanlı, burası Platon'un 
bakkal dükkânı değil!” cevabını aldığım günler olmuştu. 
Her kavramın tarihsel bir oluşum süreci ve bağlamı var- 
dı. Bir özellikler sistemi ile karşı karşıya olduğumuzda, 
bu özelliklere “biçim”, onları taşıyan bir sisteme de “içe- 
rik” gözüyle bakabilirdik. Ama diğer yandan, bizim için 
önemli olan şey bu özelliklerse, hele de bu özellikler bun- 
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ları tasıyan bir sistemi esas itibariyle belirliyorlarsa, o za- 
man somut bir sistem arızi idi, aynı amaca hizmet edecek 
başka somut bir sistem de alınabilirdi, sistem “biçim”di, 
gerçek içerik özelliklerde saklıydı. Yani bakış açına göre, 
biçimle içeriği altüst edebiliyordun. Tabii ki “biçim” ve 
“içerik” kıymetli kavramlardı, ama onları “özellikler sis- 
temi” bağlamında kullanmasak belki daha iyi olabilirdi. 
“Kavram”, çok genel bir kavramdı. “Model”, iyi bir aday 
olsa da, genel kullanımda “somut”u çağrıştıran bir yönü 
vardı. Onun için bu terimi kullanacaksam biraz daha de- 
taylandırmam gerekiyordu. Belki de zorlamaya lüzum 
yoktu. “Matematiksel yapı”, “matematiksel strüktür”, 
“matematiksel sistem” ya da “aksiyomatik sistem” kav- 
ramları hemen hemen eşanlamlı olarak zaten artık kabul 
görmüştü. Ama ben anlamanın anahtarı olarak gördüğüm 
“model” kavramından kopmak istemiyordum. Sonunda 
matematiksel yapılara “sıska modeller” demeye başladım. 

Kavram kavramını anlamak için ne sıkıntılar çekmiş- 
tik. Kedi kavramını yaratmak için, bütün kedilerin ortak 
özelliklerini aramıştık. Ama bütün kedileri bulmak için 
de bu ortak özellikleri bilmek gerekiyordu. Bir fasit da- 
ire. Şimdi bu kısırdöngü kırılmıştı. Birtakım özellikler 
sıralayıp bir kavram, bir kalıp, bir yapı, bir model yara- 
tıyorduk ve birden bu “sıska model” kendi kendine, zih- 
nimizde tabii, cisimleşiyordu. Bu cisimleşme de eti budu 
olmayan sıska modelin bir anlamda dolgunlaştırılmasıy- 
dı. Bu defa “dolgun model”, sıska modelin bir modeli olu- 
yordu. İki farklı cisimleşme arasında bir renk farkı vardı 
sadece. Başka her şey aynı. Özellikler her şeydi. Onları 
uygun bir dilde kâğıda yazıp cebime koyuyordum. Sonra 
çıkarıp baktığımda o işaretler birden bir saraya dönüşü- 
yordu. Belki bu yönüyle hokus pokustu. Ama ya saraya 
dönüşmezse? İşaretler sadece anlamsız bir mezbelelikse? 
Dedekind'in özelliklerine sahip bir sistem gerçekten var 
mıydı? İşte sadece orası biraz şüpheliydi. Dedekind, önce 
sonsuz bir sistemin varlığını gösterip, sonra da onun bir 
alt-sistemi olarak basit-sonsuz bir sistemin varlığını, yani 
kendi özellikleri için bir dolgun modelin varlığını gösteri- 
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yordu. Ama sonsuz sistemin varlık ispatı doğrusu pek de 
matematiksel bir ispat gibi görünmüyordu. “Düşüncemin 
nesnesi olabilecek bütün şeyler” nasıl bir sistemdi? Böyle 
bir şey var mıydı? Tam da düze çıkarken tekrar uçuru- 
ma yuvarlanmıştım. Eşber'in son dizeleri aklıma geliyor- 
du; kaleyi alan, ama sevdiğini kale kapısında asılı bulan 
İskender'in ve hocası Aristo'nun çaresizliği: 
“Risto bu nedir? 
Zafer veya hiç!” 

Çekirge: Ben böyle olacağını biliyordum zaten. 

Çerçi: Von Neumann'ın testileri elimde kırılmıştı. Şim- 
di de Dedekind'i kaybetmek üzereydim. Ama henüz ümi- 
dimi kesmemiştim. Sonsuz bir sistem ele geçirebilirsem 
işim tamamdı. “Düşüncemin nesnesi olabilecek bütün şey- 
ler” veya “Belli bir özelliğe sahip bütün şeyler” gibi aslında 
kendi doğal sayılar teorisi için o kadar da şart olmayan 
kavramları kullanarak Dedekind kendi ayağına kurşun 
sıkmıştı. Oysa ihtiyacı olan şey sadece sonsuz bir kümey- 
di. Üstelik bu bile bana bir ürperti veriyordu. Doğal sa- 
yılar nerden baksan sonlu şeylerdi. Ama bu sonlu şeyle- 
ri tanımlamak için sonsuzluğun peşine düşüyorduk. Bu 
manevra Hilbert'i bile şaşırtıp etkilemişti. Koskoca Gauss 
bile, gittikçe büyüyen doğal sayılarla ve hiçbir zaman tü- 
ketemeyerek, sonsuzluğu tahayyüle çalışırken, Dedekind 
sonsuzluğun marifetiyle doğal sayıları tanımlıyordu. 

Kümeler teorisine artık biraz daha yakından bakmam 
şart olmuştu. Bir de arkadaşların konuştukları şeyler tu- 
hafıma gidiyordu ve zihnimde dolanıp duruyordu. Ders 
aralarında öğrenciler binanın girişindeki büyük salonda 
bulunan Hilbert büstünün etrafında laflarlardı. Birisi hafif 
alaycı havalarda, “Bu ihtiyar için noktalar nokta değilmiş, 
bira bardaklarıymış; doğrular da doğru değilmiş, sandal- 
yelermis!” demişti. Öteki de eklemişti, “Tabii, iki nokta- 
dan bir sandalye geçer.” Bir diğeri de “Sonsuz odalı oteli 
olan birine tabii ki sonsuz tane bira bardağı gerekir” di- 
yordu. Geçmiş gün, daha buna benzer başka şeyler söylü- 
yorlardı. Hilbertin gölgesi üzerimizde dolaşıyordu. Şimdi 
hissediyordum ki, Hilbert herhalde gene bir özellikler lis- 
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tesiyle tanımlanan ve sıska bir model olan bir geometrinin 
dolgun bir modelinden söz ediyor, özellikleri vurgulamak 
icin “sey”leri abartıyor, yabancılastırıyor, “hiclestiriyor- 
du”. Su sıska modelleri tam olarak anlamak icin artık ge- 
ometrinin macerasını da bir an evvel öğrenmeliydim. Or- 
han Bey'le konusmalarımızdan zaten Öklid hakkında az 
çok bir fikrim vardı, hatta bir seferinde o büstün önünde 
bir asistanımıza Öklid'in ilk teoreminin yanlış olduğunu 
söylemiştim. O da bana, “Onda daha ne yanlışlar var! ” 
deyip, Hilbert'i işaretle, “Bu ihtiyarı oku” demişti. Tabii ki 
okuyacaktım, ama önce şu sayılarla bir baş etmeliydim. 
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Dipten Gelen Dalga 


Görünen köy kılavuz istemezdi. Yuvarlandıgım ucu- 
rumdan cıkmanın ve dogal sayıları kurtarmanın bu nok- 
tadan sonra iki yolu vardı: Ya Dedekind’in sıska modeli 
icin dolgun bir model bulacaktım, yani bu özellikleri tası- 
yan en az bir sistemin gercekten var oldugunu gösterecek- 
tim; ya da ne yapıp edip bu özelliklerin en azından kendi 
iclerinde mantıksal bir tutarsızlık tasımadıklarını göste- 
recektim ve böylece onlarla matematiksel hayal varlıkları 
olarak ugrasmaya devam etmemin hic degilse bir anlamı 
olacaktı. 

Birinci yol için ihtiyaç duyduğum tek şey sonsuz bir 
kümeydi. Ondan sonrasını zaten Dedekind tertemiz yap- 
mıştı. Ama sonsuz bir kümeyi nerden bulacaktım? “Bana 
sonsuz bir küme bulun, dünyayı yerinden oynatayım!” di- 
yesi geliyordu insanın. Tabiatta bir sonsuzluk yoksa, onu 
zihinde yaratmaya çalışmanın bir anlamı ve imkânı var 
mıydı? Matematikle tabiat gene ne kadar iç içe geçmişti. 
Tabiatla ilgili bilgilerimiz henüz ne kadar yetersizdi. 

Peki hiç değilse ikinci yol bir işe yarar mıydı? Birtakım 
özellikler verildiğinde, bunların kendi içinde mantıksal 
bir tutarsızlık taşımadıkları nasıl gösterilebilirdi? Herhal- 
de bunun en temiz yolu bu özellikleri taşıyan gerçek bir 
model bulmaktı; Bu modelin bünyesinde birlikte barınan 
bu özellikler bir tutarsızlığa yol açamazlardı; yoksa böyle 
bir model var olamazdı. İyi, güzel de, o zaman gene başa 
dönmüş oluyorduk. 

Soru 25: Tutarsızlık deyip duruyorsun, şunu biraz açar 
mısın? 

Cevap 25: Evet Çekirge, haklısın, buna biraz daha 
açık bir anlam kazandırmaya çalışalım. Şimdi elimizde, 
diyelim ki Dedekind aksiyomları gibi, birtakım özellikler 
var. Bunlar neticede bizim için önem taşıyan bazı mate- 
matiksel varlıkların temel özellikleri olarak düşündüğü- 
müz şeyler. Thales'in ve Öklid'in mirası olan ana fikir, 
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bu matematiksel varlıkların bin bir cesit özelligini, bu az 
sayıdaki özellikten mantıksal akıl yürütmeyle elde etme- 
ye calısmak. Simdi burda ilk akla gelen bir soru su: Söz 
konusu matematiksel nesnelerin, doğru olduğunu bir 
şekilde bildiğimiz özellikleri, seçtiğimiz temel özellikler- 
den elde edilebilir mi? Bu konuda fazla umutlu olmamak 
lazım aslında. Tam tersine, böyle bir varsayım bana çok 
cüretkâr görünüyor. Daha doğru dürüst tanımadığın, bel- 
ki de sonsuz bir âlemle karşı karşıyasın ve her şeyi birkaç 
tane temel parçacığa ve onların etkileşimlerine indirge- 
meye çalışıyorsun, pardon, belki de sonsuz çeşitlilikteki 
özellikleri birkaç temel özelliğe indirgemeye çalışıyorsun. 
Ben bu yöntemin şimdiye kadar bu derece başarılı olabil- 


Morley Teoremi 
Herhangi bir üçgenin iç-açılarını üçe bölen ışınları aşağıdaki gibi kestirirsen 
bir eşkenar üçgen ortaya çıkıyor! 


Ve J. H. Conway'in Kanıtı 


Conway, bir eşkenar üçgenden yola çıkıp, yukarıdaki 7 parçayı kullanarak 
istenilen herhangi bir üçgene ulaşıyor. x + 60° için x" gösterimi kullanılıyor. 
Örneğin 0*= 60°, 0 = 120°. 
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MATEMATIK 


NASİ 


YALAN FIAT Anl EA As) 


EKİM 1991 cit: 1 SAYI: 4 


Hüseyin Demir'in zarif bir problemi. 


miş olmasına şaşıyorum. Birkaç aksiyomdan binlerce teo- 
rem fışkırıyor. Doğal sayıların hiç bilmediğimiz, yepyeni 
ve çok şaşırtıcı özellikleri keşfediliyor. Öklid'den 2000 
küsur sene sonra düzlem geometride, bildiğin üçgenlerle 
ilgili, herhalde Öklid'i bile hayretler içinde bırakacak, ne- 
fes kesici ilişkiler bulunuyor. 

Kim bilir daha neler ortaya çıkacak. Peki sayılarla ya 
da Öklid geometrisi ile ilgili bütün gerçekleri Dedekind 
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aksiyomlarından ya da Öklid aksiyomlarından mantıksal 
cıkarımla elde edebilir miyiz? Tabii burda öncelikle sayı- 
larla ilgili ya da Öklid geometrisi ile ilgili bir “gerçeğin” 
ne demek olduğu sorusu akla geliyor. Eğer doğal sayılar 
ya da Öklid düzlemi nesnel bir varlığa sahip olsalardı bir 
sorun kalmazdı, onlarla ilgili nesnel bir gerçekliğin, se- 
çilen temel özelliklerden çıkıp çıkmadığına bakılırdı; bu 
çözülür veya çözülmezdi, o ayrı konu. Ya da elimizdeki 
bir özellikler listesinin nesnel bir varlığa sahip bir modeli 
olsaydı, gene o modelle ilgili gerçeklerin eldeki özellikler- 
den çıkıp çıkmadığına bakılırdı; birçok gerçek de eldeki 
özelliklerden çıkmazdı, çünkü farklı “renklerde” (ya da 
“kıyafetlerde”), ama verilen aynı özellikleri sağlayan mo- 
deller olduğunu biliyorsun; demek ki en azından model- 
lerin renkleri temel özelliklerden çıkmazdı! 

Bu nedenlerle, bir özellikler listesiyle karşı karşıya 
olduğumuzda, bu temel özelliklerden nelerin çıkıp, ne- 
lerin çıkmayacağına, bir modelden bağımsız olarak ba- 
kabilmenin yollarını aramak gerekiyor. Aslında zaten 
bize bir liste verildiğinde bunun (kafamızın içinde veya 
dışında) bir modelinin olup olmadığını da peşinen bil- 
miyoruz. Onun için model meselesini bir unutalım ve bu 
özelliklerden neler türetebildiğimize bakalım. Türetmek 
deyince de, temel özelliklere “doğru” gözüyle bakıyoruz; 
sonra da, “bu doğru”, “bu doğruysa şu doğru”, “o halde 
şu doğru” şeklinde kurabildiğimiz düşünce zincirleriyle 
yeni “doğru” önermelere ulaşıyoruz. Şimdi bize bu özel- 
likler sistemi çerçevesinde anlamlı bir önerme verildi- 
ğinde, o önermeyi temel özelliklerden elde edip edeme- 
yeceğimiz, yani onu “ispatlayıp, ispatlayamayacağımız” 
çok temel bir sorudur. Bu işin çok da kolay olmayacağı 
ortada. Sanki büyük, hatta sonsuz bir labirentin içinde 
gibiyiz. Bir veya birkaç başlangıç noktasından hareketle, 
labirentin verilen bir noktasına ulaşmanın bir yolu var 
mıdır? Kim bilir? Belki o nokta labirentin kör bir köşe- 
sinde kalıyordur. Belki bir yol vardır da biz bulamayız. 
Bir yol varsa, başka bir sürü yol daha olabilir. Belki bi- 
zim bin adımda vardığımız noktaya, daha derin bir sezgi 
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sahibi on adımda varabilir. Kolay is degil yani. 

Bu noktada bir hususa deginmeden gecemeyecegim. Bu 
yönteme, yani birtakım temel varsayımlardan mantıksal 
akıl yürütmeyle sonuclar cıkarma yöntemine, dedüksiyon 
veya tümdengelim diyorlar. Bana sorarsan bilgi tümden 
gelmez, bilginin birincil kaynağı tümevarımdır, ama tabii 
temel-bilimsel veya matematiksel modellerin yapısı man- 
uksal çıkarsama ile, yani dedüktif olarak irdelenirken hiç 
akla gelmeyecek sonuçlara ulaşılabiliyor, o ayrı dava; onu 
modelin başarısı olarak, modeli kuranın kavrayışının ve 
yaratıcılığının ödülü olarak görebiliriz, şimdi onu bıra- 
kalım da, şu noktada söylemek istediğim şey başka: Bir 
modeli dedüktif olarak irdelerken ya da ortada henüz bir 
modelinin olup olmadığını bile bilmediğimiz matematik- 
sel bir özellikler listesi ile çalışırken yaptığımız mantıksal 
çıkarsamaların seyri, yani bu dedüksiyon eyleminin ken- 
disi, bana basbayağı tümevarımsal görünüyor! Labirentte 
istenen noktaya nasıl gideceğimizi öyle derin bir görüyle, 
yüksekten bir bakışla belirlemiyoruz! Epey deneme yanıl- 
ma oluyor, küçük keşif gezileri yapıyoruz, bazen ormanda 
kayboluyoruz, önce küçük dedüksiyon zincirleri kuru- 
yoruz, sonra onları ekleyerek yaptığımız uzun halatlarla 
daha yüksek dallara tırmanmaya çalışıyoruz, uykusuz ge- 
celer, bazen biraz talih... Yani tümdengelim deyince, bilgi 
çekmecede hazır bekliyor, al kullan falan değil. Epey bir 
terlemek gerekiyor. 

Çekirge: Edison gibi yani, yüzde 99 ter, yüzde 1 hü- 
ner! 

Çerçi: Ne kadar güzel söyledin. Demek istediğim, de- 
düksiyon eyleminin kendisi endüktif bir karakter taşıyor. 
Üstelik temel kabullerin de işin doğası gereği tabii ola- 
bildiğince basit seçilmesi isteniyor. Karmaşık ilişkiler bu 
durumda bir bakıma pusuda keşfedilmeyi bekliyor. Bu- 
gün matematikte öyle teoremler var ki, onları ispatlamak 
için kurulan çıkarsama zincirleri binlerce sayfa tutuyor ve 
bunları yüzlerce insan birbirine eklemiş oluyor! 

Çekirge: Onları baştan sonra okuyup anlayan birileri 
var mı? Ya bir noktada zincir kopuksa hepsi boşa gitmez 
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mi? Eyvah, iki sorum bosa gitti. Yani söyle demek iste- 
dim: Bunları muhakkak okuyup anlayan birileri vardır ve 
zincirde kopuk bir halka da yoktur. 

Çerçi: Temenni edelim. Doğrusu ben de bu boydaki 
zincirleri tek bir zihnin baştan aşağı kontrol edebileceği- 
ni sanmıyorum. Üstelik bu işi yapabilecek olanların daha 
önemli işleri oluyor. Bu noktada ne yazık ki aklın ve man- 
tığın ötesinde bir “otorite”, aslında başka bir otorite tanı- 
mayan matematiğe bir bakıma arka kapıdan girmiş oluyor. 
Konunun ustalarının sağlam kabul ettiği zincir, matema- 
tik camiası tarafından da sağlam kabul ediliyor. Ama bana 
öyle geliyor ki, matematik camiası biraz zorunluluktan bi- 
raz da pratiklikten bu usta-otoritesine izin veriyor, yoksa 
her zaman senin gibi bir çocuk çıkıp, bir halkanın kopuk 
olduğunu fark edebilir ve o zaman da hiçbir usta gık de- 
mez zaten; halkayı doğru-dürüst bağlamanın yolunu arar. 
Bunun için bir “matematikçiler cumhuriyeti”nden söz edi- 
yorlar herhalde. (Ama tabii her yerde olduğu gibi bu cum- 
huriyeti de içselleştiremeyenler çıkıyor ne yazık ki.) 

Şimdi tekrar kaldığımız yere dönersek; elimizde bir 
özellikler sistemi var ve bunlardan mantıksal çıkarsamay- 
la neler elde edebileceğimize yani hangi önermeleri ispat- 
layabileceğimize bakıyoruz. Şimdi diyelim ki birisi belli 
bir çıkarsama zincirini kullanarak bir önermeyi ispatladı; 
bir başkası da başka bir çıkarsama zinciriyle bu önerme- 
nin tersini (değilini) ispatladı, yani bu önermenin yanlış 
olduğunu ispatladı: İşte bu başa gelebilecek en büyük fe- 
lakettir! Bir özellikler sisteminin “tutarsızlığından” kastet- 
tiğimiz şey budur. Böyle tek bir durumla karşılaşırsak o 
sistemi o dakika terk ederiz. 

Soru 26: Peki, böyle bir durumla karşılaşmayacağımız- 
dan, yani bir özellikler sisteminin tutarsız olmadığından 
nasıl emin olabiliriz? Hiç olmazsa Dedekind'in sisteminin 
tutarlı olduğundan emin olmalıyız ki, bütün matematiğin 
temeli olan doğal sayılara bari güvenebilelim! 

Cevap 26: Evet, işte bu “olmak ya da olmamak” sorusu! 
Buna da Hamletleşmek demezsin herhalde! 

Bu soru benim de içimi kemiriyordu. Yavaş yavaş şu- 
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nun da bilincine varıyordum ki, izole bir “sonsuz küme- 
nin” varlıgı meselesinden öte, dogal sayılar sistemini ifade 
için kullandığımız küme kavramına ve kümeler teorisine 
bir bütün olarak bakmam gerekiyordu. Ben aslında epey- 
dir kümeler denizinde uluorta yüzüyordum da, bunun 
farkında değildim. 


“O mâhiler ki derya içredir deryayı bilmezler” 


Küme küme deyip duruyorduk da küme denilen şey 
neyin nesiydi? Gerçi Cantor'un ve Dedekind'in sana daha 
önce bahsettiğim tanımları vardı ama, bunlar matematik- 
sel olmaktan çok edebi tanımlar gibiydiler ve bunların cid- 
di mahzurları da ortaya çıkmıştı. Daha temel bir sıkıntı da 
şuradan kaynaklanıyordu ki, kümeler teorisi, matematik- 
sel yapıların daha önce konuştuğumuz anlamda modelle- 
rini oluşturmak için kullanılacak temel malzeme olmaya 
adaydı; fakat bu durumda kümeler teorisinin kendi mo- 
delleri hangi kumaştan yapılacaktı? Ne olursa olsun, artık 
kümeler teorisinin kendisini de bir matematiksel yapı, bir 
özellikler sistemi, bir sıska model olarak ele almaktan baş- 
ka çare yoktu. Ama ortada gerçek bir modeli olmayan bir 
özellikler sisteminin başımıza neler açabileceğini, temelle- 
rimizin ne kadar sağlam olduğunu zaman gösterecekti. 

Öte yandan, işler bu kadar kritik bir hale gelince, belki 
her şeyi sil baştan düşünmek gerekebilecekti. Kavramla- 
rımız ve sistemlerimiz hâlâ epeyce sezgiseldi ve yoğun bir 
şekilde doğal dilleri kullanıyorduk. Burada daha temiz 
ve tarafsız bir sembol diline ihtiyaç olduğu ortadaydı. Bir 
diğer alaka gerektiren husus, mantıksal sonuç çıkarma 
meselesiydi. Bu konuda da yeterince disiplinli sayılmaz- 
dım. Mantıkçılara içgüdüsel olarak uzak duruyordum 
ama, adamlar haklıydı. Mantıksal akıl-yürütme eylemi 
işin kardinal bir parçasıydı ve onun da bir sembol diline 
dökülmesi gerekiyordu. Ben henüz tam farkında değildim 
ama, Sayılar nedir ve ne olmalıdır? kitabını izleyen kırk 
sene içinde bu konularda çok yol alınmış, kümeler teorisi 
ve başka teoriler, bizim “özellikler sistemi” dediğimiz an- 
lamda, ama daha temiz ve sembolik bir dille ifade edilmiş- 
ti ve başta Hilbert olmak üzere birçok yetkin matematikçi 
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bu yeni platformda tutarlılık kanıtları pesindeydiler. 

1931 yılında, Gödel adında, sanki baska bir gezegenden 
gelmis bir dip-düsünür, bütün matematikcilerin hayalle- 
rini yıkarak, doğal sayıların aritmetiğini (yani toplama ve 
çarpma yapılarıyla birlikte doğal sayılar sistemini) içeren 
bir “kümeler teorisi” sisteminin tutarlılığının, bu sistem 
içinde kalınarak gösterilemeyeceğini gösterdi! 

Gödel, bir özellikler sistemi olarak verilen bazı temel 
kümeler teorisi tasarımlarını esas alıyordu, ama argümanı 
doğal sayılar sistemini içeren herhangi bir özellikler siste- 
mi (herhangi bir “biçimsel sistem”) için geçerliydi. Doğal 
sayıları kapsayacak kadar zengin bir sistemin tutarlılığı 
bu sistem içinde kalınarak gösterilemezdi. 

Çekirge: Biz de o zaman bu sistemin dışına çıkarak 
gösterelim. 

Çerçi: O zaman da bu iş için kullanacağımız yeni daha 
büyük sistemin tutarlılığını o yeni sistem içinde kalarak 
gösteremeyecektik. 

Çekirge: Yani bu iş böyle uzayıp gidecekti... 

Çerçi: Ve tutarlılık arayışı sonuçsuz kalacaktı. 

Çekirge: Yani Dedekind'in sistemi tutarsız! 

Çerçi: Hayır! Tutarlı da olabilir! Ama bunu sistemin 
kendi içinde kalarak kanıtlayamıyoruz. Şimdi Gödelin bir 
sürprizi daha geliyor: Eğer doğal sayıları içeren bir sistem 
tutarlı ise, ozaman bu sistem içinde anlamlı öyle bir önerme 
vardır ki, bu önerme sistem içinde kanıtlanamaz, yani sis- 
temin temel özelliklerinden hareketle mantıksal çıkarsama 
ile elde edilemez; ama bu önermenin tersi de kanıtlanamaz! 
Buna da sistemin “tam” olmaması deniyor. Tam (ve tutarlı) 
olan bir sistemde bir önerme ya doğrudur veya yanlıştır, 
yani sistemin aksiyomlarından hareketle ya bu önermenin 
kendisi kanıtlanabilir ya da tersi kanıtlanabilir (bunlardan 
birisi ve ancak birisi doğrudur). Ama tam olmayan tutarlı 
bir sistemde ne doğru, ne yanlış önermeler vardır; ve doğal 
sayıları içeren bir sistem, tutarlı ise, tam değildir. 

Çekirge: Yani hem doğru, hem yanlış bir önerme yok- 
sa, bu defadane doğru ne yanlış bir önerme var! Ne kadar 
tuhaf! 
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Çerçi: Ne güzel söyledin. Şimdi bir mesele daha var: 
Kabul edelim ki, söz konusu sistem için bizim realite at- 
fettiğimiz bir model var olsun. O zaman bu sistem tutarlı 
olacaktır. Ama bu defa da tam olmayacaktır. Yani bu sis- 
tem içinde anlamlı ve aksiyomlardan hareketle doğruluğu 
ya da yanlışlığı kanıtlanamayan bir önerme var olacaktır. 
Ama bu önermeyi “reel” model içinde kontrol ettiğimiz 
zaman ya doğru ya yanlış olacaktır. O zaman bu da demek 
olacaktır ki, elimizde model için doğru (ya da yanlış) bir 
önerme var, ama biz bunun doğru (ya da yanlış) olduğu- 
nu temel özelliklerden hareketle kanıtlayamıyoruz! Doğal 
sayılar gerçekten varsalar, o zaman öyle bir özellikleri de 
var ki, o özelliği kanıtlayamıyoruz. 

Çekirge: O özelliği de temel özelliklere katalım o za- 
man! 

Çerçi: Güzel düşünce, ama faydasız! Bu defa öyle başka 
bir özellik var ki, senin genişletilmiş yeni özellikler siste- 
minden hareketle kanıtlanamıyor! 

Çekirge: “Kapılar tutulmuş! Şehir yenilmiş.” 

Çerçi: “Neylersin?” 

Ben aslında buna hazırlıklıydım. Birkaç temel ve basit 
özellikten bin bir şaşırtıcı sonucun çıkartılmasını zaten 
hep şaşkınlıkla karşılıyordum. Her şeyi kanıtlayabilece- 
Simizi de nereden cıkartıyorduk? Bu biraz da, aslında bü- 
yük hayranlık duyduğum Hilbert'in aşırı iyimserliğinden 
başka bir şey değildi. 

“Wir müssen wissen. Wir werden wissen.” 

(“Bilmek zorundayız. Bilecegiz.”) 

Ama doğal sayılar sistemi gibi her şeyin temeli olan bir 
sistemin tutarlılığının kanıtlanamaması çok ağırıma git- 
mişti... Kendimi darağacında gibi hissediyordum. Serez'in 
esnaf çarşısında... Ama yapacak bir şey yoktu. 


“Mâdem ki bu kerre mağlübuz 
Netsek neylesek zâit 

Gayrı uzatmam sözü 

Mâdem ki fetva bize ait 

Verin de basak bağrına mührümüzü” 
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Evet Cekirge, bu gercekle yasamaktan baska care yoktu. 
Dedekind’in sisteminin tutarsız olmasına hälä da ihtimal 
vermiyorum. Binlerce yıldır dogal sayılarla yasıyoruz, yüz 
binlerce matematikci bu sistemle calısıyor, henüz dogal 
sayılarla ilgili hicbir celiskiyle karsılasılmadı. Sistemin, 
tutarlı ise tam olmamasını, bir bakıma dogal sayıların 
zenginliğinin bir işareti ve kendi algoritmik kavrayışımı- 
zın bir sınırlılığı olarak görüp sineye çekebilirdim; lakin 
tutarlılık sorunu insanın iliklerine işliyor. Bundan emin 
olmak için tek yol gerçek bir modele sahip olmak. Artık 
“sonsuz bir kümenin varlığı” falan da hikâye oldu. Ger- 
çek bir sonsuz küme bulursan ne âlâ. Ama ben şöyle bir 
küme tasavvur ediyorum falan yok. Artık işin şakası yok. 
Çünkü bir özellikler sistemi olarak kümelere dayanmaya 
kalkarsak bu defa da kümeler teorisi için gerçek bir model 
gerekecek. Kendimi kuşatılmış gibi hissediyordum... 
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Yeni Gerçekçilik 


Ama düşündükçe bu duygu tersine döndü. Gödel’in 
sonuçları bizi ümitsizliğe sevk etmek yerine matematiğin 
asıl köklerine yöneltmeliydi. Matematiğin varlık sebebi ta- 
biatı modellemek ve onu anlamaya çalışmak değil miydi? 
Biz ne düşünürsek düşünelim, olgular orada duruyordu. 
Hüner, parçası olduğumuz nesnel gerçeklik için gittikçe 
daha doğru, daha rafine modeller yapmaktı. Belki böyle 
olmaz da başka türlü olurdu. Matematiksel yapı kavra- 
mına ulaşalı şunun şurasında ancak yüz sene olmuştu. 
2000 küsur senedir geometri yapıyorduk da, aslında ne 
yaptığımızın bile farkında değildik ve Öklidyen olmayan 
geometrilerin keşfiyle ayıkmıştık. Yapı deyip durduğu- 
muz da henüz ancak iki elin parmakları kadar ana çeşide 
sahipti. Kim bilir daha farkında olmadığımız ne esrarlı 
yapı tipleri vardı. Bunun işaretleri de zaten ortada değil 
miydi? Tabiata daha yakın duran fizik, matematiği durup 
durup şaşırtıyor, onu yepyeni yapı tipleri yaratmaya zor- 
luyordu. Yüz sene sonrasının matematiğinin yapılarını ve 
modellerini öyle merak ediyorum ki... Acaba o modeller 
hangi tözden yapılacak? Belki kümeler gider, başka bir 
ilksel kavram gelir. Kategoriler? Titreşen çizgeler? (Bunu 
uydurdum tabii) Ama mesela daha bugünden bütün ma- 
tematiği “cebirler” üzerine kurmaya çalışanlar var: Her 
şey bir cebir! Senin geometrik bir şekil zannettiğin şey, 
aslında bir cebir! 

Soru 27: Cebir ne demek? 

Cevap 27: Onu sonra söyleyeyim. Her neyse, tabiatta o 
esrarengiz yapılar ve o dinmeyen devinim olduktan son- 
ra, matematiğin de coşkusu dinmez. Ama belki bugünün 
matematiği gider, yarının matematiği gelir. 

Soru 28: Şimdi kümeler gitti mi yani? 

Cevap 28: Yok, şimdilik duruyorlar. Kümeleri o ka- 
dar da kafaya takma. Önemli olan kümeler değil yapılar. 
Özellikler sistemi olarak yapılar... Sıska modeller dedi- 
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ğimiz yapılar... Kümeler şimdilik onları tanımlamak için 
bir dil; onlar için dolgun modeller ürettiğimiz bir kumaş. 
Bak bir örnek görelim. Doğal sayılarla o kadar boğuştuk 
ya. Şimdi artık biraz tecrübe kazandık. Gerçel sayıların 
tamamını bir özellikler sistemi olarak, örneğin şöyle ta- 
nımlayabiliriz: 
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Bir Özellikler Sistemi ya da 
Sıska Model veya 
Aksiyomatik Sistem Olarak 
Gercel Sayılar 


Elimizde A ile gösterdiğimiz ve tam-sıralanmıs bir 
küme olsun. Yani bu kümenin a ve b gibi birbirinden fark- 
lı herhangi iki elemanı için, bunların hangisinin diğerin- 
den daha küçük olduğu açıklanmış olsun ve bu açıklama, 
a<b veb<coldugunda a < c olacak şekilde yapılmış olsun. 
Ayrıca bu küme üzerinde, toplama ve çarpma diyeceğimiz 
(ve + ve - işaretleriyle göstereceğimiz) iki tane “ikili işlem” 
tanımlanmış olsun: İkili işlem deyince, bu kümeden alınan 
herhangi iki elemana yine bu kümeden bir elemanın karşı- 
lık getirilmesini anlıyoruz. Demek ki, A kümesinden a ve 
b gibi herhangi iki eleman verildiğinde, bunlara yine A kü- 
mesinden a + b ve a-b ile göstereceğimiz elemanlar karşılık 
getiriliyor. Şimdi şu özelliklerin sağlanmasını istiyoruz: 

A kümesine ait herhangi a , b ve c elemanları için: 

(a+b)+c=a+(b+c) 


a+b=b+a 
(a-b)-c = a-(b-c) 
a-b = b.a 


a-(b + c) = (a-b) + (a-c) 

Çekirge: Bunları doğal sayılar için görmüştük. Sadece, 
dağılma özelliği için son eşitliğin sağ tarafında neden pa- 
rantezler yazdığını anlamadım. Daha önce yazmamıştık. 

Çerçi: Seni birazcık şaşırtayım dedim. a-b + a-c şeklin- 
deki bir ifade neden 

a-(b + a)-c şeklinde anlaşılmıyor da, 
(a-b) + (a-c) şeklinde anlaşılıyor? 

Çekirge: Alışkanlıktan herhalde. Çarpmaya öncelik ve- 

riyoruz demek. 
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Çerçi: Evet, bu faydalı bir uzlaşma. Böylece gerekli pa- 
rantez sayısını azaltıyoruz. Söyle bakayım, en önemli işa- 
ret hangisidir? 

Çekirge: Parantezler dememi bekliyorsun herhalde, 
ama konuşurken hiç parantez kullanmıyoruz. 

Çerçi: Kim bilir, belki de kullanıyoruzdur. Bu ifadeleri 
yüksek sesle ve “aç parantez” falan demeden bir oku baka- 
lım. Ben zaten aç parantez lafından nefret ederim. “Paran- 
tez açmak” başka, ama “Aç parantez” ne kadar robotsu. 

Neyse devam edelim. Yukarıdaki özellikler, dediğin 
gibi doğal sayılarda da vardı. Ama şimdi bize daha fazlası 
lazım. Öncelikle, sıfır'ın ve bir'in rollerini oynayacak ele- 
manlara ihtiyacımız var. Bu nedenle, A kümesi içinde o 
ve l ile göstereceğimiz farklı iki elemanın olduğunu ve şu 
özelliklerin geçerli olduğunu kabul edelim: 

A kümesine ait her a elemanı için: 

d440-04d-d 
al=la=a 

Cekirge: Ikinci özellik dogal sayılarda da vardı, ama bi- 
rincisi yeni, tamam... Ama hälä negatif sayıların yok. 

Cerci: Onun da caresine bakalım: 

A kümesine ait her a elemanı için, —a ile göstereceğimiz 
(tabii yine A kümesine ait) öyle bir eleman var olsun ki, 

a+ (a) (a) 44-0 

eşitlikleri geçerli olsun. 

Çekirge: Peki, ama senin sisteminde örneğin 5 l gibi bir 
şey yok herhalde. 

Çerçi: Şimdi de onu halledelim: 

A kümesine ait, o'dan farklı her a elemanı için, a’ ile gös- 
tereceğimiz (ve yine A kümesine ait) öyle bir eleman var ol- 
sun ki, 

wa*-a*a-l 

eşitlikleri geçerli olsun. 

Çekirge: Senin 2* dediğin, benim 5 oluyor demek 
ki... Son iki özellikte, uzun uzun yazmasan da, sadece 
a+ Ca) =0 ve a-a* = l desen yeterli olurdu sanırım. Çünkü 
toplama ve çarpma işlemleri değişmeli olduğu için, kendi- 
liginden (-a) + a = 0 ve a*-a = l olurdu. 
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Çerçi: Harikasın Çekirge! Aslında dediğin nedenlerle, o 
ve l elemanlarını tanımlarken sadece a + 0 =a veal=a 
olsun da diyebilirdim. Toplama ve çarpma değişmeli oldu- 
ğundan mecburen O + a = a ve l-a = a olurdu. Böyle bir özel- 
likler sistemi ile çalışırken, bir özellik diğerlerinin sonucu 
ise, o özelliği atabilirsin tabii. Buna, o özelliğin diğerlerine 
bağımlı olması denir. Ama, konuştuğumuz yapı için söylü- 
yorum, bence öyle kalmasında da bir sakınca yok; böylesi 
bana daha estetik, hatta daha demokratik görünüyor! Niye 
al = a ve La = a ifadelerinden birini seçip öne çıkarayım? 
Ama bu esitliklerden birinin doğru olduğu, fakat diğerinin 
doğru olmadığı, yani bir ikili işlemin tek taraflı bir etkisiz 
elemana sahip olduğu durumlar da düşünülebilir tabii. 

Çekirge: Şimdilik onlar kalsın, devam edelim... 

Çerçi: Bir de toplama ile sıralamanın ve çarpma ile sı- 
ralamanın uyum koşulları olacak tabii (toplama ile çarp- 
manın uyum koşulunu biraz önce ilk özellikler grubunun 
son maddesi olarak söylemiştik): 

e A kümesine ait herhangi a, b ve c elemanları için, 

a< bise, azc<b+colsun. 

e A kümesine ait herhangi a, b ve “pozitif” c (c > o, yani 
O < c) için, 

a < b ise, a.c < b.c olsun. 

Soru 29: Bitti mi? 

Cevap 29: Sence bitebilir mi? 

Çekirge: Dur bakayım... Hayır bitemez! 

Çerçi: Neden? 

Çekirge: Çünkü, negatifleriyle birlikte bütün kesirleri, 
yani rasyonel sayıları düşünsek, bu özelliklerin hepsi sağ- 
lanır. Onlarda da tam-sıralama var, toplama var, çarpma 
var, sıfır var, bir var ve bütün istediklerin sağlamıyor. 

Çerçi: Olağanüstü! Demek ki bu koşullar yeterli değil. 
Bir şeyler daha lazım. İşte tam da bu noktada Dedekind 
kesitleri bize gerçel sayıların sahip olduğu ilave özelliği 
sunuyor: 


A kümesi üzerinde herhangi bir “Dedekind kesiti” 
verildiğinde, yani A kümesi, her biri boş kümeden 
farklı olan, ama kesişimleri boş olan, ve birinci kü- 
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menin her elemanının ikinci kümenin her elema- 
nından kücük oldugu iki kümenin birlesimi sek- 
linde ifade edildiginde, ya bu kümelerden birinin 
en büyük elemanı vardır, ya da digerinin en kücük 
elemanı vardır. 


Cekirge: Bu biraz tekerleme gibi oldu, biraz acsan iyi 
olacak. 

Çerçi: Haklısın. Doğası sembolik olan bir dünyada, sö- 
zel bir dil bazen zorlanıyor. Dil de nihayetinde bir dünya 
modeli olduğu için, her dilin, modellediği dünyaya uygun 
bir yapısının olması gerekiyor. Matematiği ifadede kul- 
lanılan semboller dili de boşuna ortaya çıkmamış zaten. 
Sembolik dilin henüz yeterince gelişmemiş olduğu eski 
dönemlerde basit bir denklem bile oldukça ağdalı bir dil- 
le ifade ediliyordu. Matematiğin kendisi de bir dil olarak 
tabiatı ifadede başarılı olduğuna göre, demek ki tabiat da 
matematiksel bir yapıya sahip olmalı. 

Çekirge: Sen Galilei'yi çok seviyorsun herhalde, gene 
ona gönderme yaptın! Şu tekerlemeyi açacaktın... 

Çerçi: Evet, daha önce söylemiştik aslında... Sen yeni 
duruma uyarlayarak söyle istersen. 

Çekirge: Peki. Elimizde tam sıralanmış bir A kümesi 
olsun. Bu kümenin B + Ø, C + Ø ve B N C = Ø olmak üzere, 
A =B U C şeklinde bir ayrışımını göz önüne alalım. Eğer 
her b EB ve c E€ C için b < c oluyorsa, o zaman ya B küme- 
sinin bir en büyük elemanı vardır, ya da C kümesinin bir 
en küçük elemanı vardır. 

Çerçi: Bu kadar işte. Buna Gerçel Sayılar için Dedekind 
Aksiyomu diyelim istersen. 
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Sıkı Sıska Modeller ve 
Sımsıkı Sıska Modeller 


Bu saydığımız özelliklerle bir “özellikler modeli”, ya 
da bir “sıska model” veya bir “aksiyomatik sistem” ortaya 
koymuş olduk. Bu özellikleri taşıyan iki sistem “esas itiba- 
riyle” birbirinin aynıdır: 

Bir kişi bir A kümesi üzerinde bir tam-sıralama (<), bir 
toplama (+) ve bir çarpma (.) tanımlamış olsun ve biraz 
önce istediğimiz özellikler sağlansın. (Etkisiz elemanlar 
ovel) 

Bir başka kişi de, bir başka A kümesi üzerinde bir tam- 
sıralama (<), bir toplama (®) ve bir çarpma (©) tanım- 
lamış olsun ve istediğimiz özellikler bunlar için de sağ- 
lansın. (Bu sistemin toplamaya ve çarpmaya göre etkisiz 
elemanlarını da o ve £ ile gösterelim.) 

Bu takdirde, A kümesi ile 4 kümesi arasında öyle bir 
bire-bir (ve örten) eşlemenin varolduğu gösterilebilir ki, 
bu eşleme altında her iki sistemin sıralaması, toplaması 
ve çarpması (ve etkisiz elemanları) birbirlerine karşılık 
gelir: İki küme arasındaki böyle bir eşlemeyi f ile göste- 
recek olursak (f: A — A), A kümesine ait herhangi a ve b 
elemanları için, 

a< b ise f(a) < f(b) (ve tersi) 
a+b =c ise f(a) ® f(b) = f(c) (ve tersi) 
ab = c ise f(a) © f(b) = f(c) (ve tersi) 
f@) =0 veb =? 
önermeleri dogrudur. Demek ki sectigimiz özel- 
likler, bunları tasıyan sistemi esas itibariyle belirlemekte- 
dir. Böyle iki sisteme “izomorf” ya da “eş-yapılı” diyoruz 
ve bunlara matematiksel açıdan “aynı” sistemler gözüyle 
bakıyoruz. (f eşlemesine de izomorfizm veya es-yapı dönü- 
şümü diyoruz.) 

Özellik sistemlerine (ya da aksiyomatik sistemlere) sıs- 

ka modeller de demiş ve o özellikleri taşıyan somut bir 
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sisteme de bu sıska modelin (ya da aksiyomatik sistemin) 
dolgun modeli demiştik. Demek ki, incelediğimiz durum- 
da, elimizdeki sıska modelin bütün dolgun modelleri esas 
itibariyle aynı, yani sıska model çok “sıkı”; bütün dolgun 
modellerini eş-yapılı, “aynı-yapılı” olmaya mecbur bırakı- 
yor; onlara başka hareket imkânı tanımıyor. Özellikler lis- 
tesi o kadar “detaylı” verilmiş ki, kendini taşıyan sistemi, 
belki bir “renk” farkıyla, tarif ediyor. Bu nedenle, böyle 
sıkı sıska modelleri, onların dolgun modellerini tanımla- 
mak için kullanabiliriz; bir başka ifadeyle, böyle özellik 
sistemlerini, onları taşıyan sistemleri tanımlamak için 
kullanabiliriz. Yukarıdaki özellikler sisteminin bir dolgun 
modeline de “gerçel sayılar” diyoruz! Bundan böyle, yu- 
karıdaki özellikler sağlanacak şekilde üzerinde bir tam- 
sıralama, toplama ve çarpma tanımlanmış olan bir kümeye 
gerçel sayılar kümesi diyeceğiz ve bu kümeyi R sembolü 
ile göstereceğiz. Tabii önemli olan, kümeden çok, onun 
üzerinde tanımlanmış olan ek unsurlardır ve bu nedenle, 
“gerçel sayılar kümesi” yerine “gerçel sayılar sistemi”nden 
söz etmek daha doğru olur ve bu sistem de bazen (R, <, 
+, ») “dörtlüsü” ile gösterilir; yani yapı unsurlarını da 
sistemin bir parçası olarak görüyoruz. Ufak bir hileyle, 
bu dörtlüyü gene bir küme olarak tanımlayabiliriz tabii, 
bunu daha önce konuşmuştuk. Ama şimdi işin o tarafı 
o kadar önemli değil. Önemli olan şurası ki, verdiğimiz 
özellikler listesi, kendini sağlayan somut bir sistemi, esas 
itibariyle tek türlü olarak, belirlemektedir; yani gerçel sa- 
yılar sistemi, eğer varsa, yapı denkliği anlamında, tektir; 
yani herhangi iki gerçel sayılar sistemi eş-yapılıdır. Hatta 
o kadar ki, bu özellikler listesini sağlayan (A, <, +, ') ve 
(A, <, Ð, O) gibi iki dolgun model arasındaki f eş-yapı 
dönüşümü de bir taneciktir. Yani özellikler sistemi, ona 
sahip iki dolgun modeli sadece eş-yapılı kılmakla kalmaz, 
o modeller arasındaki es-yapı dönüşümünü de tek türlü 
belirler! Doğrusu bir sıska model ancak bu kadar sıkı ola- 
bilir; buna aslında “sımsıkı” demek daha doğru olurdu. 
Gerçel sayıların aksiyomları, yani biraz önce sıraladığımız 
özellikler listesi, sımsıkı bir sıska model oluşturur! 
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Dağı Tasıyan İhtiyar 


Şimdi kısaca bir hususa daha değinmezsem Cantor'a 
ayıp olacak. Gerçel sayıların aksiyomlarını iki gruba ayı- 
rabiliriz: Sıralama, toplama ve çarpmayla (ve bunların 
ilişkileriyle) ilgili ve tamamı rasyonel sayılar tarafından 
da sağlanan aksiyomları birinci gruba koyalım. Rasyonel- 
lerin sağlamadığı ve bir bakıma gerçel sayıların ayırt edici 
özelliği olan Dedekind aksiyomunu da ikinci gruba ko- 
yalım. Dedekind aksiyomunu, Dedekind'in rasyonel sayı- 
lardan gerçel sayıları inşa etme yönteminden esinlenerek 
ifade etmiştik. Cantor'un da aynı amaca hizmet eden bir 
yöntemi olduğu için, Dedekind aksiyomu yerine şöyle bir 
Cantor aksiyomu da koyabilirdik: 

(A, <, +, 9) sisteminde bütün temel diziler (Cauchy dizi- 
leri) yakınsak olsun. 

Artık ne kastettigimi anlıyorsundur, temel dizileri ve ya- 
kınsaklığı daha önce biraz konuşmuştuk. Ama bu aksiyom 
yeterli olmuyor! Çok şaşırtıcı. Birinci grup aksiyomları ve 
Cantor aksiyomunu sağlayan öyle dolgun modeller var ki, 
orada gerçel sayıların en önemli bir özelliği sağlanmıyor: Ar- 
şimed özelliği denilen bu özellik, hepimizin bir sezgisini (ya 
da deneyimini) ifade ediyor: İstenildiği kadar küçük, pozitif 
bir “sayı” verildiğinde, o sayının yeterince büyük bir tam 
katını alarak (yani bu sayıyı yeterince art arda ekleyerek) 
istenildiği kadar büyük bir değeri aşabiliriz. Bu özellik bana 
bir Çin hikâyesini hatırlatıyor: Bir ihtiyar her sabah evinin 
karşısındaki dağdan bir kürek taşı-toprağı evinin arka tara- 
fına taşırmış. Buna bir anlam veremeyen torunu dedesine 
sorduğunda, ihtiyar, “Bu dağ sabah güneşimi engelliyor, 
onun için onu evin arkasına taşıyorum” demiş. Çocuk gü- 
lünce, ihtiyar devam etmiş: “Ben taşıdıkça dağ her gün bir 
kürek eksiliyor ve bir gün bitecek. Ben bitiremezsem sen 
devam edersin, sen bitiremezsen senin çocukların...” 

İmanlı sıçan da (fare) tahtayı böyle deliyor (Bu hayvan- 
cıklarda zekâ ve azim bir arada; onun için baş edilmiyor). 
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Damlaya damlaya göl oluyor. Bu aksiyom hayatın içinden. 
Azim aksiyomu. 

Rasyonel sayılar ve gerçel sayılar Arşimed özelliğini 
sağlarlar. Ama birinci grup aksiyomları ve Cantor aksi- 
yomunu sağlayan öyle dolgun modeller var ki, Arşimed 
özelliğini sağlamıyorlar! Yani bir bakıma “sonsuz kü- 
çük” elemanlar var. Kaç adım atarsan at, bir arpa boyu 
yol gidemiyorsun. Newton ve Leibniz bunu görselerdi, 
ne kadar mutlu olurlardı. Adamlara ne kadar yüklendi- 
ler. Yok efendim sonsuz küçük de neymiş, böyle saçmalık 
olur muymuş, daha neler. Bal gibi oluyor işte. Rasyonel 
(ve gerçel) sayıları da içinde barındıran, ama ilave baş- 
ka “sonsuz küçük” sayıları da olan öyle sistemler var ki, 
birinci grup aksiyomlar ve Cantor aksiyomu sağlanıyor 
a) t 
dx | gaye 
temiz bir şekilde türev alabiliyorsun. Belki biraz astarı yü- 
zünden pahalı oluyor ama, mümkün mü mümkün. Ney- 
se, şimdi bunu bırakalım da, demek istediğim şu ki, gerçel 
sayılar sistemi için Dedekind aksiyomu yerine Cantor ak- 
siyomunu alamayız. Ama Arşimed özelliğini bir aksiyom 
olarak ifade edip, Dedekind aksiyomu yerine Cantor ve 
Arşimed aksiyomlarını birlikte alabiliriz. Yani Dedekind 
aksiyomu bu anlamda Cantor + Arşimed aksiyomlarına 
denktir. Aslında bunlar yerine, gene bunlara denk olan ve 
bazılarının daha basit bulduğu başka aksiyomlar da alı- 
nabilir. Örneğin, üstten sınırlı (ve boş olmayan) her kü- 
menin üst sınırları içinde bir en küçüğü olsun diyebiliriz 
(buna Supremum Aksiyomu deniyor); ya da alttan sınır- 
lı her kümenin alt sınırları içinde bir en büyüğü olsun 
(Infimum Aksiyomu). Bu son özelliklerle ne kastedildiğini 
anlıyorsundur. Artık gerçel sayılar için hangisi hoşuna gi- 
diyorsa öyle bir sıska model oluşturabilirsin: Birinci grup 
özellikler + Dedekind aksiyomu (veya Cantor + Arşimed 
aksiyomları veya Supremum aksiyomu veya İnfimum ak- 
siyomu). Bu sıska modellerin hepsi sımsıkıdır, yani dol- 
gun modeller eş-yapılıdır ve eş-yapı dönüşümü tek türlü 
belirlidir. Tabii eğer dolgun modeller varsa... 


ve orada sonsuz küçük artışların oranı olarak ( 
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Çekirge: “Eğer varsa”, “eğer varsa”! Bu da şimdi ne de- 
mek oluyor demiycem. 

Çerçi: Tabii ki “eğer varsa”! Bütün söylemiş oldukla- 
rım şundan ibaret: Verdiğimiz özellikler listesini taşıyan 
iki model varsa, bunlar izomorftur. Ama böyle en az bir 
model var mı? Kim bilir? Hatırlıycaksın, doğal sayılar için 
Dedekind aksiyomlarını tartışırken de aynı manzarayla 
karşılaşmıştık. Bu aksiyomları sağlayan modeller varsa, 
şimdiki deyimimizle, izomorftular; ama böyle modeller 
var mıydı? Sonsuz bir kümenin peşine düşmüştük, ama 
neticede galiba havanda su dövmüştük. Model inşası için 
elimizde kümelerden başka temel bir töz adayı da yoktu. 
Artık bu kümeler teorisiyle daha yakından ilgilenmemin 
zamanı gelmişti de geçiyordu bile... 
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Kümelerin Kümesi 


Ama kümeler teorisini öğrenme serüvenimin ayrıntıla- 
rıyla başını ağrıtmak istemiyorum. Bunu yapacak olursak, 
söyleşimizde henüz yarım bıraktığımız sayılara bile belki 
bir daha dönemeyiz. Diğer yandan, kümeler bizim için 
aslında sayılar, fonksiyonlar, uzaylar gibi başka matema- 
tiksel modeller yapmakta kullandığımız bir kumaş ve kü- 
meler teorisi kendi başına ne kadar beklenmedik sorunlar 
ve heyecanlı sürprizlerle dolu olursa olsun, matematiğin 
geri kalanını şimdilik çok da fazla etkilemiyor. Bir gün 
gelip yerini başka bir temel töze bırakabileceği gibi, tam 
tersine gündelik matematik pratiğindeki yerini daha da 
pekiştirip, “serbest matematikçileri” bugün olduğundan 
daha kontrollü davranmaya da zorlayabilir. Tabiatı daha 
iyi anladıkça, sayılarla ilgili modellerimizi gözden geçir- 
mek zorunda kalabileceğimize işaret etmiştim. Aynı şey 
kümeler teorileri için de söz konusu. Çünkü bir tane “kü- 
meler teorisi” yok, birçok kümeler teorileri var. Bugün 
matematikçilerin çoğunluğunun tercih ettiği ve üzerin- 
de kısaca durmak istediğim belli bir kümeler teorisi var, 
ama bu daha çok tarihsel nedenlere dayalı bir uzlaşı (Bir 
de “sınıflar” denilen ve kümelerden daha genel bir âlemi 
konu alan bir teori kullanılıyor). Gelecekte pekâlâ başka 
bir kümeler teorisi de yaygınlık kazanabilir. Daha katı bir 
kümeler teorisi kumaşından yapılan sayılar da ona göre 
olur. Aslında bu anlamda gerçel sayıları, ya da onların ço- 
ğunu yadsıyan büyük matematikçiler de oldu zaten, ama 
onların nedenleri henüz çok zorlayıcı görünmüyor ve ge- 
nel kabul görmedi. 

Çekirge: Nasıl birçok kümeler teorileri olabileceğini 
anlayamadım. 

Çerçi: “Kümeler teorisi” denilen bir yapıyı da neticede 
gene bir özellikler sistemi, bir sıska model, bir aksiyoma- 
tik sistem olarak tanımlamamız gerekiyor. O zaman da 
seçeceğin özellikler listesine bağlı olarak farklı kümeler 
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teorileri elde etmen doğal değil midir? Üstelik, aynı bir 
aksiyomlar sistemi için, izomorf olmayan modeller de ola- 
bilir; kaldı ki bir kümeler teorisinin modelini hangi ku- 
maştan yapacağımız da ayrı bir muhataralı mesele. 

Benim şevkimi kıran bir diğer husus da şu ki, kümeler- 
le coşa coşa uğraşsak bile, doğal sayılar sistemini üretme- 
ye yetecek zenginlikte bir kümeler teorisinin tutarlılığını 
kendi içinde gösteremeyeceğimize göre, sayılarımız nasıl 
olsa eskisinden daha güvenli hale gelmeyecek. Ama tabii 
ne olursa olsun, kümeler teorisi herhalde daha epeyce bir 
zaman matematiğin bütün yapılarının kurulacağı temel 
malzeme olarak yerini koruyacak gibi görünüyor ve bu 
nedenle onunla bir miktar yüzleşmek gerekiyor. Ne mut- 
lu ki, artık kendi dilimizde yazılmış çok güzel kümeler 
teorisi kaynakları var, örneğin, Matematik Dünyası dergisi 
şimdiden bir bilgi okyanusuna dönüşmüş durumda, bu 
derginin editörü ne zaman uyuyor merak ediyorum; ya da 
Göttingen taifesinden Sait Eroğlu'nun Cantor için hem bir 
ağıt, hem bir güzelleme olan “Cantor Kümeler Teorisi” ki- 
tabına bakabilirsin; ya da Ali Nesin'in yakınlarda çıkardığı 
Sezgisel Kümeler Teorisi kitabına; henüz görmedim ama 
eminim o da mustarip bir ruhun terennümüdür. Kümeler 
teorisi, gönlünü kaptıran matematikçiler için umutsuz bir 
sevdadır zaten. 

Hakkında uluorta konuşulan, ilkokullara kadar soku- 
lan kümeler teorisi aslında kolay bir şey de değil: Kümeler 
teorisini bir özellikler sistemi olarak doğru dürüst inşa et- 
mek için, hem mantığın kendisini formalize etmek, hem 
de yer yer değinmelerde bulunduğumuz “biçimsel sistem” 
kavramını daha biçimsel (!) bir şekilde ifade etmek gere- 
kiyor. Sadece belirli işaretlerden ve onlarla ilgili manipü- 
lasyonlardan oluşan soğuk ve yabanıl bir dünya. 

Aslında kümeler teorisi, son dayanak ve temel töz ola- 
rak, hiç aksiyomatize edilmeyebilirdi (yani içi boşaltılıp, 
bir özellikler sistemi olarak formüle edilmeyebilirdi). 
Ama ne yazık ki sezgisel kümeler teorisi daha işin başında 
bazı çelişkilere yol açtı. Bunların en meşhuru, Russellin 
Frege'ye malum mektubunda ifade ettiği çelişkidir: 
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Kendilerinin elemanı olmayan kümelerin kümesini göz 
önüne alalım: 

R-(AJA ZA), yani, A E R olması demek, A € A olması 
demek. Peki R kümesi kendisinin elemanı mıdır? Burada 
A = R alırsak, demek ki, RER olması demek, RER ol- 
ması demek!! 

Çekirge: Yani bu defa, olmak ya da olmamak değil, 
hem olmak hem olmamak! 

Çerçi: Evet, yani işimiz Hamletten daha zor! Bu 
Shakespeare'in bile herhalde aklına gelmedi ama, 
Russellın aklına geldi: “To be and not to be! That is the 
guestion!” 

Çekirge: O mektup da şarbonlu mektup gibiymiş! 

Çerçi: Demek ki “kendilerinin elemanı olmayan kümele- 
rin kümesi” anlamlı bir kavram değil. Böyle bir küme ol- 
saydı, o küme ya kendisinin elemanı olacaktı, ya da ken- 
disinin elemanı olmayacaktı. Ama şimdi hem kendisinin 
elemanı oluyor, hem de olmuyor. Demek ki öyle bir küme 
tasavvuruna varlık atfetmek mümkün değil. 

Aslında Cantorun kendisi de benzer çelişkileri daha 
önce keşfetmişti; Dedekind'e 28 Temmuz 1899'da yazdı- 
ğı mektupta çok açık bir dille “Bir çokluğun yapısı öyle 
olabilir ki, onun tüm elemanlarının ‘birlikteliği’ varsayımı 
bir çelişkiye yol açar; dolayısıyla çokluğu bir birlik olarak, 
“tamamlanmış bir nesne' olarak görmek imkânsızlaşır.” di- 
yor, böyle çoklukları “mutlak sonsuz” veya “tutarsız” çok- 
luklar olarak adlandırıyordu. Sonra da, sıradan bir şey- 
miş gibi ekliyordu: “Herkesin kolayca görebileceği gibi, 
örneğin, ‘düsünülebilen tüm şeylerin topluluğu’ böyle bir 
çokluktur.” (Cantor, 5.443) 

Kolayca görülebileceği gibi... İnsanın bazen ağırına 
gidiyor. Böylesine okkalı bir lafı öylesine söyleyip geçi- 
yor. Ben bunu nasıl göreyim? Yazan Cantor, okuyan De- 
dekind olunca kolay tabii. Aslında ben de görürüm de, 
Cantor'un bir teoremini kullanmam lazım: Herhangi bir 
küme verildiğinde, onun bütün altkümelerinin kümesi- 
ni oluşturabiliriz. Buna, verilen kümenin kuvvet küme- 
si diyorlar. Cantorun meşhur bir teoremi, bir kümenin 
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kuvvet kümesinin o kümeden daha kuvvetli, pardon daha 
güclü oldugunu söylüyor. Yani, pek tabii olarak o küme- 
den kuvvet kümesine bire-bir bir fonksiyon varken (her 
elemanı, sadece o elemanı iceren tek elemanlı altkümeye 
gönder), bire-bir ve örten bir fonksiyon yoktur. Simdi bu 
teoremi kullanırsak ve küme olarak bütün kümelerin kü- 
mesini düsünürsek, o zaman bütün kümelerin kümesinin 
kuvvet kümesi, bütün kümelerin kümesinden daha güclü 
olur. Bütün kümelerin kümesinden daha güclü bir küme! 
Böyle sacmalık olmaz. 


KUVVET KÜMESİ 149 


Kuvvet Kümesi 


Ama Cantor'un bu teoremini, bugün kümeler teorisi 
ile ilgili her kitabın en başlarında bulacağınız bu teoremi, 
Cantor'un eserleri içinde ne kadar arasam da bulamıyo- 
rum. (Kalın bir kitapta Cantor'un bu teoremi 1874’deki 
kümelerle ilgili ilk çalışmasında kanıtladığı yazıyor. Ala- 
kası yok.) Yoksa Cantor'un böyle bir teoremi yok mu? 
Bazen böyle şeyler oluyor. Bir matematikçi kendi adıyla 
anılan bir teoremden habersiz olabiliyor. Bu işi Sait'e so- 
racağım. Cantor'un eserlerini baştan aşağı okumuş baş- 
ka kimse yoktur herhalde. Peki Cantor bu teoremi daha 
önce yayımlamadıysa, kümelerin kümesini Dedekind'e ev 
ödevi olarak mı verdi? Yoksa benim göremediğim daha 
başka bir izah yolu mu vardı? Aslında Cantor Dedekind'e 
mektubunda “sıra sayılarının kümesi” (hatta “kardi- 
nal sayıların kümesi”) gibi başka örnekler de veriyor ve 
bunların tutarsızlığını detaylı olarak gösteriyordu. Ama 
“kümelerin kümesini” söyleyip geçiyordu... Mektuplara 
biraz daha dalınca, kuşkum doğrulandı. Cantor bir ay ka- 
dar sonra (31 Ağustos 1899'da) Dedekind'e yazdığı (her- 
halde son) mektubunda, daha önce doğal sayılar ve ger- 
çel sayılar için ispatladığını söylediği bir özelliğin, “hiçbir 
zorlukla karşılaşılmadan” herhangi başka bir kümeye 
aktarılabileceğini söylüyordu: Kuvvet kümesi, kümenin 
kendisinden güçlüdür. 

Son mektuplarda hep bir şeyler oluyor... “Cünün mül- 
kini seyran” öncesiydi... 

Soru 30: Orasını bilemem de, Cantor'un söylediği çok 
ilginçmiş. Her kümenin kuvvet kümesi, kümenin kendi- 
sinden daha güçlü! Bunu nasıl kanıtlayabiliriz? 

Cevap 30: Şimdi herhangi bir A kümesi düşünelim. 
Bu kümenin kuvvet kümesini, yani bütün altkümeleri- 
nin kümesini K(A) ile gösterelim. Bir a € A elemanını, 
(a) E K(A) elemanına gönderirsek, A kümesinden K(A) 
kümesine bire-bir bir fonksiyon tanımlamış oluruz. Bu 
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da kuvvet kümesinin en az kümenin kendisi kadar güclü 
oldugunu gösterir. Eger A kümesinden K(A) kümesine 
bire-bir ve örten bir fonksiyon bulabilseydik, o zaman bu 
iki küme aynı gücte olurdu; ama böyle bir fonksiyon yok- 
tur: Diyelim ki f: A — K(A) böyle bir fonksiyon olsun. Bir 
a E A elemanının f(a) E K(A) görüntüsü, A kümesinin bir 
altkümesidir. a elemanı, f(a) altkümesinin ya elemanıdır, 
ya da elemanı değildir. Birinci durumda, yani a elema- 
nı f(a) görüntüsünün içinde kalıyorsa, bu elemana “evci” 
diyelim; diğer durumda da, yani a elemanı f(a) görüntü- 
sünün dışına düşüyorsa, bu elemana “gurbetçi” diyelim. 
Şimdi bütün gurbetçi noktaların oluşturduğu B C A kü- 
mesini düşünelim. 

Çekirge: Bütün noktalar evci olsaydı, ne güzel olurdu. 

Çerçi: Böyle bir şey olabilir mi? 

Çekirge: Dur bakalım, bir düşüneyim... Her nokta, 
resminin içinde... Hiçbir resim boş değil. O zaman da boş 
küme resim olarak ortaya çıkmıyor. Oysa boş küme de 
K(A) kuvvet kümesinin bir elemanı. Demek ki en az bir 
eleman resim olarak ortaya çıkmıyor. Yani f: A — K(A) 
fonksiyonu örten değil. Oysa f bire-bir ve örten olsun diye 
varsaymıştık. Haklısın, demek ki bütün elemanlar evci 
olamaz. 

Çerçi: Haklı falan değilim, sadece sormuştum. Çok gü- 
zel. Demek ki en az bir tane gurbetçi nokta olması lazım. 
Gurbetçi noktaların kümesine B diyelim demiştik. Sen bu 
kümenin boş olamayacağını gösterdin. Peki, şimdi söyle 
bakalım, BE K(A) elemanı, f fonksiyonu altında, A kü- 
mesinden herhangi bir noktanın görüntüsü olarak ortaya 
çıkabilir mi? 

Çekirge: İlginç bir soru. Bakalım... Önce B C A altkü- 
mesinin evci bir a elemanının f fonksiyonu altında resmi 
olup olamayacağına bakalım. a elemanı evci olduğuna 
göre, resminin bir elemanıdır. Yani a elemanının resmi 
olan altkümenin evci bir elemanı vardır. Oysa B kümesi- 
nin bütün elemanları gurbetçi. O halde B kümesi evci bir 
elemanın resmi olamaz. 

Şimdi de B kümesinin gurbetçi bir a elemanının gö- 
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rüntüsü olup olamayacağına bakalım. a elemanı gurbetçi 
olduğuna göre, görüntüsü olan altkümenin elemanı değil- 
dir. Ama a elemanı B kümesinin bir elemanıdır, çünkü B 
kümesi bütün gurbetçi elemanların kümesidir. Demek ki 
a elemanının resmi B kümesi olamaz. 

O halde BC A altkümesi, f: A — (A) fonksiyonu al- 
tında, A kümesinden hiçbir elemanın görüntüsü olamaz. 
Yani f fonksiyonu örten değildir. Oysa onun bire-bir ve 
örten olduğunu varsaymıştık. Bu bir çelişkidir. Demek ki 
bir kümeden onun kuvvet kümesine bire-bir ve örten bir 
fonksiyon yoktur. 

Bi dakka... Biz aslında daha fazla şey kanıtladık... 

Çerçi: Nasıl yani? 

Çekirge: Bu kanıtta, çelişki oluşturmak için fonksi- 
yonun sadece örten olduğunu kullandık. Bire-birliği hiç 
kullanmadık. Yani biz aslında örten bir f: A — KA) fonk- 
siyonunun olamayacağını gösterdik. Bire-bir ve örten bir 
fonksiyon haydi haydi olamaz tabii. 

Çerçi: Vallahi Çekirge, sen bir harikasın! 

Çekirge: Orasını bilemem ama, ben kanıtlama işini 
sevmeye başladım. 

Çerçi: Artık sana karada ölüm yok! 

Çekirge: Ben karada ölümü denizde ölüme tercih ede- 
rim. 

Çerçi: Sana da hiç laf söylenmiyor. 
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Vals Melodisi 


Kümeler teorisinde ortaya cıkan paradokslar matema- 
tikçilerin yüreğini ağzına getirmişti. Bu tatsız duruma bir 
şekilde bir çare bulunması gerekiyordu. Bu konudaki ilk 
sistematik teşebbüsü Zermelo yaptı. Zermelo hoş bir in- 
sandı. İsmini tuhaf bulanlara, “Benim adım aslında Wal- 
zer Melodie imiş,” diyordu (vals melodisi), “ama uzun ol- 
duğu için ilk ve son heceleri düşmüş”. Zermelo, 1908'de 
yayımladığı çalışmasının girişinde şöyle diyordu: 


“Cantor'un “algımızın veya düşüncemizin iyi-ayırt 
edilmiş belirli nesnelerinin bir bütün oluşturmak 
üzere bir araya getirilişi şeklindeki orijinal küme’ 
tanımında mutlaka bir kısıtlamaya gitmek gereki- 
yor; ama şimdiye kadar bu tanım yerine, benzer kay- 
gılara yol açmayacak, ama aynı derecede basit başka 
bir tanım vermek mümkün olmadı. 

...Bu çalışmada, G. Cantor ve R. Dedekind tarafın- 
dan yaratılan teorinin tamamının birkaç tanım ve 
göründüğü kadarıyla birbirlerinden bağımsız yedi 
‘prensip’ veya ‘aksiyom’ üzerine kurulabileceğini 
göstermeye çalışacağım. 

...aksiyomlarımın “tutarlılığını henüz kesin olarak 
gösteremedim, bunun yerine, burada önerilen pren- 
sipler esas alınırsa, şimdiye kadar bilinen bütün pa- 
radoksların ortadan kalktığına yeri geldikçe işaret 
etmekle yetinmek durumunda kaldım.” 


Zermelo'nun, ya da bir başkasının, bu aksiyomların 
tutarlığını neden kanıtlayamayacağı 20 sene kadar son- 
ra Gödelle anlaşılacaktı. Şimdi bu aksiyomlara kısaca bir 
göz atalım. 

Zermelo'nun ana fikri, paradoksların ortaya çıkmasına 
engel olmak için, afaki bir şekilde küme oluşturulmasına 
mani olmaktı. Aklımıza gelen bir özelliği alıp, “bu özelli- 
ge sahip elemanların kümesini” oluşturduğumuz zaman 
başımız derde giriyordu. Ayağımızı sağlam yere basmalı 
ve bir özellik yardımıyla küme oluştururken, bu özelliği, 
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elimizde zaten var olan bir kümenin elemanlarına uygula- 
malıydık. O zaman, o kümenin bu özelliğe sahip eleman- 
ları tehlikesiz bir şekilde yeni bir küme oluştururlardı. 

Bir taraftan tedbir gerekirken, bir taraftan da imkân ge- 
rekirdi. Sadece tedbirle bir yere varılamazdı. Bu nedenle, 
yeni kümeler üretmek için başka mekanizmalar da lazım- 
dı. Zermelo, denenmiş ve faydalı bazı küme üretme yön- 
temlerini aksiyom olarak deklare etti. 

Zermelo, “aralarında “kümelerin” de bulunduğu bir B 
nesneler alanı” tasavvurundan yola çıkıyor, temel ilişki 
olarak da “elemanı olma” (€) ilişkisini alıyordu. Yani ne 
olduğunu bilmediğimiz ve daha yakından tanımlamaya 
kalkmadığımız bir nesneler dünyası ve bu nesnelerin ba- 
zıları arasında a € A şeklinde bir ilişki türü düsünüyo- 
ruz. Zermelo, iki nesne arasında böyle bir ilişkinin olma- 
sı durumunda, A nesnesine bir küme ve a nesnesine de 
bu kümenin bir elemanı diyor (burada aşağıda aksiyon 
2.i'de geçen tek bir istisnaya izin veriyor), sonra da bu 
nesnelerin ve ilişkilerin sağlamasını istediği özellikleri 
aksiyomlar olarak ifade ediyordu. Yani Çekirge, kendi 
terminolojimize göre söyleyecek olursak, bir sıska model 
yaratmış oluyoruz. Zermelo, bu aksiyomatik sistemin bir 
modelinin olup olmadığı (başka bir ifadeyle, sıska mo- 
delin dolgun bir modelinin olup olmadığı) meselesine 
girmiyordu. Böyle bir dolgun modeli hangi kumaştan ya- 
pacaksın? 

Zermelo'nun 1. Aksiyomu, bilinen küme eşitliği tanı- 
mıydı, yani her kümenin elemanlarıyla belirli olduğunu 
ifade ediyordu: 

A ve B iki küme olmak üzere, A kümesinin her elemanı 
B kümesinin de elemanı ve B kümesinin her elemanı A küme- 
sinin de elemanıysa, A ve B aynı kümelerdir. 

2. Aksiyom, elimizi rahatlatan bazı kümeler sağlıyor- 
du: 

2.i) “Sıfır kümesi” diyeceğimiz, O ile göstereceğimiz, hiç- 
bir eleman içermeyen (has olmayan) bir küme vardır. 

Çekirge: Bu bizim boş küme yani. 

Çerçi: Evet. Biz onu karışıklık olmasın diye ® sembolü 
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ile gösteriyoruz. B nesneler alanında, hiçbir elemanı ol- 
mayan, ama buna rağmen küme diyeceğimiz bir nesneyi 
gözümüze kestirip, kenara ayırıyoruz. (Bir nesne bir kü- 
menin elemanı ise, o küme o nesneyi “içerir” ifadesini de 
kullanıyoruz.) 

2. aksiyomun diğer istekleri şöyle: 

2.ii) a, alanımızdan herhangi bir nesne ise, a'yı ve yalnız- 
ca a'yı eleman olarak içeren bir (a) kümesi vardır. 

(Yani alanımızda a’yı ve yalnızca a'yı eleman olarak içe- 
ren bir nesne vardır, bu nesne, tanımımıza göre bir küme- 
dir, bu kümeyi (a) şeklinde gösteriyoruz.) 

2.iii) a ve b, alanımızın herhangi iki nesnesi iseler, hem 
ayı, hem b'yi içeren, ama bunlardan farklı başka bir nesne 
içermeyen bir (a, b) kümesi vardır. 

3. Aksiyom: Bir A kümesinin bütün elemanları için an- 
lamlı (bir belirsizliğe düşmeden geçerliliğine ya da geçersiz- 
liğine karar verilebilen) bir özellik verildiğinde, A kümesi- 
nin, bu özelliğe sahip elemanlarını ve yalnızca bunları içeren 
bir altkümesi vardır. 

Bu aksiyoma “Derleme Aksiyomu” deniyor ve biraz 
önce konuştuğumuz tedbiri ifade ediyor. Zermelo bu ak- 
siyomda geçen “özellik” kavramını sezgisel olarak kulla- 
nıyordu ve ben daha da basitleştirerek yazdım. Bu husus, 
aksiyomatik kümeler teorisinin sonraki yıllarda gerçekle- 
şen daha biçimsel formülasyonlarında özel ilgi gerektiren 
meselelerden biri olacaktı. 

Aksiyomda geçen altküme kavramı “elemanı olma” 
ilişkisi yardımıyla bildiğimiz gibi tanımlanıyor. Yani bir 
A kümesinin bir altkümesi öyle bir küme ki, onun her 
elemanı A kümesinin de elemanı. Yani bir altküme her 
şeyden önce bir küme. A'dan bağımsız olarak. Onun için 
A'nın altkümelerini aslında A'nın dışında aramak lazım. 
Hangi kümeler A'nın altkümesi oluyor? Bir özellikle alt- 
küme kesiyorsun. Ama o altküme aslında dışarda. Sadece 
kümeye bakarak onun altkümelerini söyleyemezsin. 

Çekirge: Sen de biraz uzattın ama. Ona bakarsan, bir 
kümeye bakarak onun elemanlarını da söyleyemezsin 
herhalde. 


VALS MELODİSİ 155 


Çerçi: Aferin evlat! Tabii ki. Dışarıya bakacaksın, han- 
gi nesneler onun elemanı, hangileri değil? Küme dediğin, 
içine bir şeyler konmuş bir bohça değildir. Bohçayı açıp 
bakamazsın. Zaten öyle bir bohça yok. Belli bir nesneler 
âleminde, bazı nesneler arasında, belli kurallar sağlanacak 
şekilde, bir ilişki deklare edilmiş. Küme olup olmamayı, 
eleman olup olmamayı bu ilişki belirliyor. 

Her neyse, şimdi artık Russell’ın paradoksunu ürete- 
meyiz, çünkü “kendisinin elemanı olmamak” (A € A) 
özelliğini alıp, “bu özelliğe sahip elemanların kümesini” 
göz önüne alalım diyemeyiz. Önce bir küme, sonra da bu 
kümenin elemanları için anlamlı bir özellik seçip, ancak 
ondan sonra bu özelliğe sahip elemanların oluşturduğu 
altkümeyi alabiliriz. Yani ille de Russell’ın yaptığını yap- 
mak istersek, önce bir B kümesi seçip, sonra da şu kü- 
meyi göz önüne alabiliriz: R = {AA E B ve A ¢ A}. Yani 
A ER olması demek, A E B ve A £ A olması demek. Gene 
A=R alırsak, demekki, RER olması demek, R EB ve 
R ER olması demektir. Buradan çıkacak tek sonuç da, 
bu durumda R EB olmadığıdır! Yani ortaya bir paradoks 
çıkmaz, tersine çok ilginç bir keşif yapmış oluruz (yani 
Zermelo yapmış oluyor): Hangi kümeyi alırsak alalım, 
onun elemanı olmayan bir küme vardır! (Üstelik böyle 
bir kümeyi, verilen kümenin bir altkümesi olarak seçebil- 
miş olduk.) 

Şimdi tabii buradan çıkan bir sonuç da, “bütün küme- 
lerin kümesi” diye bir kümenin olamayacağı: Öyle bir 
küme olsaydı, onun elemanı olmayan bir kümenin de ol- 
ması gerekecekti! 

Zermelo'nun B nesneler alanı dediği her neyse, onun 
bütün nesneleri de aynı bir kümenin elemanı olamaz, 
çünkü öyle bir durumda da gene o kümenin elemanı ol- 
mayan bir küme, dolayısıyla bir nesne var olacaktı. 

Yani ortalık şimdilik temizlenmiş oluyor! Şimdi hızlıca 
diğer aksiyomlara bakalım. Ama 4. aksiyoma geçmeden 
önce bir örnek olarak şuna işaret edeyim ki, iki kümenin 
“kesişimini” ya da “arakesitini” 3. aksiyom yardımıyla ta- 
nımlayabiliriz: Önce kümelerin birini alıp, onun eleman- 
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larına uygulayacagımız özellik olarak da, “ikinci kümeye 
ait olma” özelligini alabiliriz. Sonuc, kümelerin hangisine 
bu islemi uyguladıgımızdan bagımsızdır. 

4. Aksiyom (Kuvvet Kümesi Aksiyomu): Her kümeye 
karsılık, onun bütün altkümelerini ve yalnızca onları eleman 
olarak iceren bir küme vardır. 

Bak gene dikkatini çekiyorum, bu kümeden bağımsız 
olarak var olan ve bu kümenin altkümesi olan bütün kü- 
meleri alacaksın, artık onlar nelerse... 

Çekirge: Hayırdır inşallah. 

Çerçi: Aksiyomlara devam edelim: 

5. Aksiyom (Birleşim Aksiyomu): Her kümeye karşılık, 
onun bütün elemanlarının elemanlarını ve yalnızca onları 
eleman olarak içeren bir küme vardır. 

6. Aksiyom (Seçme Aksiyomu): Bütün elemanları boş 
kümeden farklı ve ikişer ikişer ayrık kümeler olan bir küme 
verildiğinde, elemanların birleşim kümesinin, her elemanla 
tek bir ortak elemana sahip bir altkümesi vardır. 

Çekirge: Bu karışık tekerlemenin neresi seçme anlaya- 
madım. 

Çerçi: Verilen kümenin, kendileri de boş kümeden 
farklı birer küme olan elemanlarından birer eleman se- 
çiyorsun. 

Çekirge: Elemanlardan eleman beğen! Ölümlerden 
ölüm beğen gibi bir şey. 

Çerçi: Ve nihayet son aksiyom. Bu sana tanıdık gele- 
cek! 

7. Aksiyom (Sonsuzluk Aksiyomu): Nesneler alanımız- 
da öyle bir küme vardır ki, boş kümeyi eleman olarak içerir 
ve içerdiği her elemanla birlikte, sadece o elemanı içeren kü- 
meyi de eleman olarak içerir. 

Yani öyle bir küme vardır ki, Ø, {Ø}, (01) (09), 
kümelerini eleman olarak içerir. 

Çekirge: Ne zamandır peşinde olduğumuz sonsuz bir 
kümeyi ele geçirdik demek... 

Çerçi: Ne gezer. Sonsuz bir kümenin varlığını varsay- 
mış oluyoruz. O da henüz örtük olarak. Aksiyomlarda 
sonlu, sonsuz diye bir şey geçti mi? Ama bu sistem içinde 
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ve sistemin olanaklarıyla artık sonlu ne, sonsuz ne tanım- 
layıp, son aksiyomla varlığı istenen kümenin sonsuz ol- 
duğunu gösterebiliriz. Bu, işin kolay tarafı. Lakin, sonuç 
olarak, epeydir peşinde olduğumuz sonsuz bir kümenin 
varlığını kanıtlayamayınca, böyle bir şeyin var olduğunu 
varsaymış oluyoruz gene de... Bu matematiğe ve bilime 
yakışmıyor belki, ama ne yapalım, şimdilik faydalı bir ça- 
lışma hipotezi olarak kabul edebiliriz, bu da bir tür sıska 
model işte... Belki bir gün dolgun bir model de buluruz. 
Sonunda gene gelip tabiata dayanıyoruz. 

Çekirge: Zermelo'nun aksiyomları bitti herhalde, yedi 
tane demiştin. 

Çerçi: Aslında bu bir başlangıçtı. Bu özellikler sistemi- 
ne çeşitli eleştiriler getirildi. Bunlardan belki de en önem- 
lisi 1922'de Fraenkel'in getirdiği eleştiriydi: Bir kümenin 
elemanları Zermelo'nun B alanından başka nesnelerle 
değiştirilirse, mevcut aksiyomlara göre, tam da bu yeni 
nesneleri ve yalnızca onları eleman kabul eden bir küme 
var olmak zorunda değildi. Ama bu işlem matematik için 
doğal bir ihtiyaçtı. Bu nedenle Fraenkelin önerisiyle sis- 
teme bir aksiyom daha eklendi: 

8. Aksiyom (Yerine Koyma Aksiyomu): Bir kümenin 
her bir elemanı “B alanının bir nesnesi” ile değiştirilirse, bu 
küme yine bir kümeye dönüşür. 

Nihayet 1930'da Zermelo'nun kendisi, sezgiye ters dü- 
şen bazı “elemanı olma” dizgelerini engellemek için, sis- 
teme bir aksiyom daha ekledi: 

9. Aksiyom (Temellendirme Aksiyomu): Boş kümeden 
farklı her kümenin öyle bir elemanı vardır ki, kümenin ken- 
disiyle bu elemanın ortak bir elemanı yoktur. 

Böylece kümeler teorisini matematiğin gündelik prati- 
ğinde bir araç olarak kullananların ihtiyacına cevap ve- 
ren bir aksiyomlar sistemi büyük ölçüde tamamlanmıştı. 
Ama bundan sonra yeni bir macera başlıyordu. Önce bu 
aksiyomlar daha titiz bir şekilde ve tümüyle biçimsel bir 
sistem olarak bir işaret dili içinde ifade edildi. Bu arada, 
zaten kimsenin hoşuna gitmeyen “elemanı olmayan lü- 
zumsuz nesneler”den de vazgeçildi. Boş kümenin dışında, 
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her nesnenin bir elemanı olacak, yani her nesne bir küme 
olacak, bu durumda bir kümenin elemanı olan nesneler 
de küme olacak, yani elimizde sadece kümeler olacak, 
onların elemanları da mecburen kümeler olacak, her sey 
küme olacak, baska bir sey olmayacak, bütün evrenimiz 
kümelerden olusacak; sadece kim kimin elemanı belli ola- 
cak. Ve aksiyomlar saglanacak. 

Bu sisteme “Secme aksiyomlu Zermelo-Fraenkel aksiyo- 
matik kümeler teorisi” deniyordu. Kısa gösterimi ZFC. C 
secme (choice) icin. Biz ZFS desek daha dogru olur her- 
halde. Ya da SZF. Cünkü biz “secme aksiyomlu kümeler 
teorisi” diyoruz, “kümeler teorisi with seçme aksiyomu” 
demiyoruz. Belki de daha açık olarak SAZFKT demek la- 
zım. Bu Amerikan âdetini pek sevemedim gitti. Her ney- 
se. Seçme aksiyomu dahil edilmezse, geri kalan sisteme 
Zermelo-Fraenkel aksiyomatik kümeler teorisi deniyor. ZF. 

Artık bu noktadan sonra neyle uğraştıklarını matema- 
tiksel mantıkçılar da bilemezlerdi. İşaret dizgelerinden 
oluşan “aksiyomları” olan, belirlenmiş sonuç çıkarma 
kuralları olan, içi ve anlamı boşaltılmış bir “elemanı 
olma teorisi”! Ne idüğü belli olmayan birtakım nesneler 
ve bunlar arasındaki tek bir temel ilişki biçimi etrafında 
kopartılan bir kıyamet. Aksiyomları çeşitlendirdikçe baş- 
ka “elemanı olma teorileri” ortaya çıkıyordu. Matematik- 
sel mantık ve aksiyomatik kümeler teorileri devasa bir 
araştırma alanına dönüştü. Bu teorilere neden kümeler 
teorileri diyorlar anlamıyorum; aslında bunlara “elemanı 
olma teorileri” demek daha doğru olurdu. Hem o zaman 
bazı bilinçaltı önyargılardan daha kolay kurtulurduk. Bir 
nesne başka bir nesnenin elemanı demek, onun içinde, 
ya da onun parçası, ya da ondan küçük falan demek değil 
(bunlar her ne demekse). A < A yazınca kimse bir şey 
demiyor da, A € A yazınca herkes yerinden hopluyor. 
Oysa o da öteki gibi bir ilişki aslında. Neden olamasın? 
Konuştuğumuz sistem içinde bile, Zermelo'nun son ak- 
siyomu olmasaydı, pekâlâ olabilirdi. Ama son aksiyom 
buna engel oluyor. 

Çekirge: Şimdi nasıl oluyor demeyeyim. 


VALS MELODİSİ 159 


Çerçi: Bak şimdi, A bir küme olsun ve A € A olsun. A 
kümesini ve sadece A kümesini eleman olarak içeren bir 
(4) kümesi var mıdır? 

Çekirge: Tabii, Aksiyom 2.ii)’ye göre. 

Çerçi: Çok güzel. Şimdi 9. aksiyomu bu {A} kümesine 
uygulayalım: Boş olmayan (A) kümesinin öyle bir elema- 
nı vardır ki, {A} kümesi ile bu elemanın ortak bir elema- 
nı yoktur. Ama {A} kümesinin tek elemanı A'dır. Demek 
ki {A} N A kümesi boş kümedir. Fakat ne var ki, apaçık 
A E{A} vevarsayımımıza göre A EA olduğundan, AE{A}NA 
olup, {A} N A kümesi boş değildir. Demek ki, A E A varsa- 
yımı bizi çelişkiye götürdü. O halde hiçbir küme kendisi- 
nin elemanı olamaz. 

Çekirge: Demek ki kümelerin kümesi de olamaz. Gü- 
zelmiş. 

Çerçi: Bak sana başka bir eğlence: A ve B iki küme ise, 
hem A EB, hem de BEA olamaz. 

Çekirge: Tabii ki, A E B ve B € A ise, A E A olur, bu da 
imkânsızdır. 

Çerçi: Emin misin? 

Çekirge: Pardon, acele ettim... Eleman olma ilişkisi ge- 
çişken değil herhalde... x ve y iki küme olsun. x € (x, y} 
ve {x, y} E {{x, y}, y}, ama x E {{x, y}, y} değil! 

Başka türlü düşünmeli. Biraz önceki duruma benzet- 
meye çalışayım. Bu defa elimizde iki küme olduğu için, 
{A, B} kümesini düşünebiliriz. 9. Aksiyomu bu kümeye 
uygulayalım. Bu kümenin öyle bir elemanı vardır ki, bu 
küme ile o elemanın kesişimi boştur. Bu eleman ya A ola- 
bilir veya B. Başka eleman yok çünkü. Diyelim ki bu ele- 
man A olsun. O zaman {A, B} N A boş kümedir. 

Ama biliyoruz ki, B E (A, B}. Diğer yandan B € A oldu- 
ğunu varsaydık. Demek ki B E {A, B} NA. Yani {A, B} A A 
kümesi boş küme değil. Bu bir çelişki. O halde aradığımız 
eleman A olamaz. 

Tek ihtimal B kaldı. Yani {A, B} N B = Ø olması gerek. 
Ama A E {A, B} olduğundan ve A € B olduğunu da varsay- 
mış olduğumuzdan, A E {A, B} NB olur. Yani bu küme 
boş değildir. B elemanı da işimize yaramıyor. 
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Demek ki, A EB ve B EA ise, {A, B} kümesi 9. aksiyomu 
sağlamıyor. O halde hem A €B, hem de BEA olamaz! 

Çerçi: Harika! Gördüğün gibi, aksiyomlar biraz da 
yasaklamaya yarıyor. Yasalar da öyle değil midir zaten? 
Mümkün olmayanı yasaklamana lüzum yok. Zorunlu ola- 
na da çare yok. Belki, mümkün olup, zorunlu olmayana 
mani olabilirsin. Diğer yandan, mümkün olanları davet de 
edebilirsin. Aksiyomların bu yönü daha öne çıkıyor aslın- 
da. Belli yapı tiplerini belli aksiyomlarla karakterize edip, 
bunları zihnimizin sahnesine davet edip, bu aksiyomlar 
bazında daha yakından incelemek, bunların gerçekleştiği 
ahvalde kendiliğinden ortaya çıkan zorunlulukları anla- 
maya çalışmak... Aksiyomatik yöntem böyle bir şey. Buna 
tekrar döneriz, ama şimdi şu kümeleri artık bir kenara 
bırakalım. Lakin bir-iki şeyi daha söylemeden geçemeye- 
ceğim. 
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Doğal Sayılar mı Çok, 
Rasyonel Sayılar mı? 


Sonsuz parmaklı bir sihirbazımız ve içinde sonsuz hü- 
ner olan bir sandığımız vardı ya... Acaba parmaklar doğal 
sayılar kadar çok olsa, hünerler ise rasyonel sayılar kadar 
çok olsa bunlar bire-bir eşlenebilir miydi? Şüphesiz ki eş- 
lenememeliydi. Çünkü her doğal sayı bir rasyonel sayıydı, 
ama her rasyonel sayı bir doğal sayı değildi. Apaçık görül- 
düğü gibi rasyonel sayılar çok daha fazlaydı. 

Ama sağduyumuz böyle sonsuz çoklukların kol gez- 
diği bir ortamda evrilmemişti ve bu durumda bizi ne 
yazık ki yanıltıyordu. Cantor bu sonsuzluklar âlemini 
keşfe çıktığında ilk gözlem olarak doğal sayılarla rasyo- 
nel sayıların bire-bir eşlenebileceğini gösterdi: Ne kadar 
doğal sayı varsa, o kadar rasyonel sayı vardı! Yani doğal 
sayılar kümesinden rasyonel sayılar kümesine bire-bir ve 
örten bir fonksiyon vardı; bir başka ifadeyle, bu kümeler 
aynı güçteydi. Cantor bunu henüz öğrenciyken, Hocası 
Weierstrass'ın seminerinde yaptığı bir sunuşta anlatarak 
büyük ustanın ilgisini çekmiş ve takdirini kazanmıştı. 

Cantor daha sonra doğal sayılarla cebirsel sayıların da 
bire-bir eşlenebileceğini gösterdi. (Tamsayı katsayılı ve sı- 
fır polinomundan farklı bir polinomun kökü olan gerçel 
sayılara cebirsel sayılar; cebirsel olmayan gerçel sayılara 
da transandant sayılar diyoruz.) Sen galiba cebirsel olma- 
yan bir sayı bulacaktın, ne oldu o iş? 

Çekirge: Henüz bulamadım. 

Çerçi: Kolay iş değil tabii. Biraz daha düşünebilirsin, 
ama zamanın azaldı. 

Doğal sayılarla bire-bir eşlenebilen böyle kümelere “sa- 
yılabilir sonsuz” kümeler diyoruz. Sonlu veya sayılabilir 
sonsuz bir kümeye de “sayılabilir?” küme diyoruz. (“Sa- 
yılabilir” küme deyince bazıları “sayılabilir sonsuz” bir 
kümeyi kastediyor; tanımlar bazen yazarların keyfine ka- 
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Birkaç sayılabilir sonsuz küme örneği 


Tamsayılar sayılabilir sonsuzdur: Z = (0, 1,- 1,2, -2, 3, -3, 4,- 4, 5, -5, +++} 


Rasyonel sayılar sayılabilir sonsuzdur: Önce su faydalı özelligi görelim: 
Sayılabilir (yani sonlu ya da sayılabilir sonsuz) kümelerin sayılabilir birlesimi 
sayılabilirdir. Yani, A,, A,, A,, +++ kümeleri sayılabilirse, bu kümelerin 
AA U AU AU ++- birleşimi de sayılabilir. A = (a,,a,,,a,, ***), 
A,= {Q,,, 0,4, 04°}, A,= {Q,,, Q,, 03g +t}, << diyecek olursak, 

A kümesinin elemanlarını su şekilde sayabiliriz: 


üy > Ay üis —> Ay üis —> dış 
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(sayarken aynı elemanlara rastlarsan, onları atla) 
Simdi bunu rasyonel sayılara uygulayalım. 
Önce pozitif rasyonel sayıların sayılabilir oldugunu görelim. 


AEE n a a aaa E E haar E 


A 


alsak işimiz biter. 
(Kümeleri biraz bol keseden, birçok rasyonel sayıyı tekrarlayarak aldık; 
ama zararı yok, estetik ekonomiden önemlidir.) 
Simdi artık bütün rasyonel sayıları sayabilirsin: Sıfırdan başla, bir artıdan, bir eksiden 
devam et. İstersen, sayılabilir üç kümenin birleşimi olarak 
yine yukarıdaki özelliği kullan. 
Bu sayılabilir kümenin şüphesiz sonsuz olduğunu söylemeye lüzum yok herhalde. 


Cebirsel sayılar sayılabilir sonsuzdur: Önce tamsayı katsayılı ve sıfırdan farklı 
polinomları say. Her polinomun en fazla sonlu tane (gerçel) kökü var. 
Demek ki cebirsel sayılar sayılabilir. 

Peki tamsayı katsayılı polinomlar nasıl sayılır? Örneğin şöyle olabilir: 

A, kümesi olarak tam katsayılı (ve sıfırdan farklı) su polinomları alalım: 
A= {a x"* a xl es + 0, ta, x+ a, öyleki, 
m*lo,l*la,yl**<* lal * ha, <n) 
Bunlar sayılabilirse işimiz biter. Ama bunlar sonlu. 
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lyor.) Adı üstünde, sayılabilir bir kümenin elemanlarını 
“sayabilirsin”: Bir, ki, üç +. Belli bir yerde bu iş bitebilir 
veya sonsuza kadar sürebilir. Bu sayma eylemi sırasında 
kümenin her elemanına bir defa uğraman lazım. Bir ele- 
mana iki defa uğramak veya bir elemana hiç uğramamak 
yok. Böylece, (sonlu) bir von Neumann testisi ile veya do- 
Sal sayılar kümesiyle bu kümeyi bire-bir eşlemiş olursun. 

Cantor bundan sonra epeyce sıkıntılı bir arayış süreci 
yaşadı. Gerçel sayıların da doğal sayılarla bire-bir eşlenebi- 
leceğini (yani sayılabilir bir küme olduğunu) düşünüyor, 
fakat bunu bir türlü kanıtlayamıyordu. Ve sonunda ken- 
disini de şaşırtan müthiş bir keşif yaptı: Gerçel sayılarla 
doğal sayılar bire-bir eşlenemiyordu! Bunun ne demek ol- 
duğu hakkında tabii oturup uzun uzun düşünmek lazım. 
Bu keşif, şaşırtıcı sürprizlerle dolu sonsuzluklar âleminin 
ilk önemli sırrını açığa vuruyordu: Farklı sonsuzluk cins- 
leri vardı! Bu, Weierstrass'ın bile ufkunu aşan bir şeydi. 
Büyük usta, derslerinde sonsuzluklar arasında bir ayrım 
yapılamayacağını söylüyordu. Ama işte sayılabilir olma- 
yan kümeler, yani “sayılamaz” kümeler, yani “sayılama- 
yacak kadar çok eleman içeren” kümeler vardı. Cantor, 
kümelerle ilgili 1874'de yayımlanan, kümeler teorisinin 
uvertürü diyebileceğimiz çalışmasında, cebirsel sayıların 
sayılabilir olduğunu, fakat gerçel sayıların sayılamaz ol- 
duğunu gösteriyordu (Cantor, s.115). Henüz sonsuzluk- 
ların gücü kavramını genel olarak ortaya koymuyordu 
ama, Pandora'nın kutusu bir kere açılmış ve kader ağları- 
nı örmeye başlamıştı. 

Bu çalışmanın çok şaşırtıcı bir sonucu transandant sa- 
yılara dairdi. Gerçel bir sayı ya cebirsel ya da transandant- 
tır. Cebirsel sayılar sayılabilir olduğuna ve gerçel sayılar 
da sayılamaz olduğuna göre, demek ki transandant sayılar 
sayılamazdır. 

Soru 31: Bu da nerden çıktı? 

Cevap 31: Peki, söyle bakalım, iki tane sayılabilir kü- 
memiz olsa, bunların birleşimi de sayılabilir mi? 

Çekirge: Şüphesiz. Bir ondan, bir ondan sayar gideriz. 
Tamam, tamam. Şimdi anladım. Çok kolaymış. Transan- 
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dant sayılar sayılabilir olsa, cebirsel sayılar da sayılabilir 
olduguna göre, onların birlesimi olan gercel sayılar da sa- 
yılabilir olurdu. Oysa onlar sayılamaz. Cok güzelmis! 

Çerçi: Sen öyle diyorsun ama, zamanın bazı matema- 
tikçileri bunu hokus pokus gibi gördüler. Bu çalışmadan 
30 sene kadar önce Liouville transandant sayıların var ol- 
duğunu, hatta sonsuz sayıda olduklarını göstermişti, ama 
o, oturup adam gibi hesaplar yapıyordu. Cantor'un akıl 
yürütmesi ise gerçekten sihir gibi bir şeydi. Cantor, tek 
bir tane transandant sayı vermeden, sonsuz tane, hatta sa- 
yılamaz sonsuz çoklukta transandant sayı olduğunu gös- 
teriyordu. Bu hiç alışılmış bir düşünce biçimi değildi. 

Soru 32: Bana bir transandant sayı verebilir misin? Ta- 
mam, ödevimi yapamadım. Neresinden tutacağımı bile- 
medim. 

Cevap 32: Dert etme, ben de yapamazdım. Bunlar her 
akla gelecek şeyler değil. Öyle bir sayı bulacaksın ki, hiçbir 
tam katsayılı polinomun kökü olmayacak. x’+ 8x-5-0 
denklemini de sağlamayacak, 2x' - 3x9 - 17x74 101 = O 
denklemini de sağlamayacak, x99- 25x914 x + 1 = 0 denk- 
lemini de sağlamayacak vs. vs. Ama belki senin aklına ge- 
lebilir diye sormuştum. İlk somut transandant sayıyı Liou- 
ville 1851’de verdi, buna şimdi Liouville sayısı deniyor: 


E E E e BE 
10.’ 10° w o 1009 p 


Soru 33: Bu da nasıl bir sayı? Hadi sonsuza kadar say- 
mayı öğrendik diyelim, ama burada sonsuza kadar süren 
bir toplama var. Oysa gerçel sayıların aksiyomlarını anla- 
turken iki sayının toplanabileceğini söylemiştin. İkili top- 
lamaları yinelesek bile gene sonlu bir toplam elde ederiz. 

Cevap 33: Çok haklısın Çekirge. Sadece toplama, çarp- 
ma ve hatta sıralama ile ilgili aksiyomlarla sınırlı olsaydık, 
böyle sonsuz bir toplama anlam veremezdik. Ama bir de 
çeşitli şekillerde ifade ettiğimiz ve gerçel sayılar için ya- 
şamsal olan son aksiyomumuz vardı. O aksiyomun “Can- 
tor + Arşimed” versiyonu, her Cauchy dizisinin yakınsak 
olduğunu söylüyordu (ve bu durumda dizinin limiti tek- 
ti). Bu özelliği şu Cauchy dizisine uygulayabilirsin: 
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O 1,1l Ni SER 
dı 10? 10 707° ® 10 T 10° T 10° 
eis 
= 10 t I0 T 10° t T07’ 


Bu dizinin limitini yukarıdaki gibi sonsuz bir toplam 
olarak gösteriyoruz, yani o sonsuz toplamın anlamı bu. 

Soru 34: Bu dizi neden bir Cauchy dizisi oluyormuş? 
Üstelik o üslerin nasıl seçildiğini, dolayısıyla dizinin nasıl 
devam ettiğini de anlamadım. 

Cevap 34: Üsler şöyle seçiliyor: Önce 1, sonra 1-2 = 
2, sonra 1-2-3 = 6, sonra 1-2-3-4 = 24, vs. Bir n sayısı için 
1-2-3 -+ (n - 1)-n çarpımına “n faktöryel” deniyor ve bu 
sayı n! sembolü ile gösteriliyor. Liouville'in böyle bir dizi 
seçmesinin özel bir nedeni var; ama biz şöyle rasgele bir 
dizi seçseydik de gene bir Cauchy dizisi olurdu: 


1 _b,b 
a = T0 e = T0 t 107’ 
-b b, b; sis _ b b, 1 b; ge b, das 
& = i0 + 10 tig» l = T0 t T07 Fig For: 


Buradab,,b,,b., +- sayıları O'dan 9a kadar herhangi bir 
rakam. Böyle bir dizinin Cauchy dizisi olduğunu görebilir 
misin? 

Çekirge: Bir düşüneyim... la, - a,| değerinin, m ve n 
indisleri belli bir değerden daha büyük olduğunda nasıl 
davrandığına bakalım. m > n olsun diyelim. 


bası bn 
10”*' 10” 


b, değerleri yerine, bunlardan daha büyük olan 10 de- 
gerini koyalım: 


An — Ay = ++ 


10 10 1, İ 
Am — An < 10"! Fest 10” 10” + + 101-1 


Şimdi bunu ne yapacağımı bilemiyorum. n yeterince 
büyük seçilerek bu toplam istenildiği kadar küçük tutula- 
bilmeli, ..., bir sayıdan başlayıp, onun onda birini, sonra 
onun onda birini vs. ekleyip gidiyoruz. Bize ortaokul ho- 
camız, “Önce bir kaşık, sonra yarım kaşık, sonra çeyrek 
kaşık vs. çorba içerseniz, çorba kazanını bitirebilir misi- 
niz?” diye sormuştu da biz de iki kaşık bile içememiş ola- 
cağımızı bulmuştuk. Sonra da ince uzun bir parça kâğıt 
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ve makasla bunu kanıtlamıştık. Sonra da hocamız bunu 
güzel bir formüle dökmüştü... Biraz düşünsem onu da 
çıkartabilirim herhalde. Şimdiki toplam da ona benziyor. 
Hatta daha cimri. Bu toplam hiçbir zaman ilk terimin iki 


katına çıkamaz. Yani a,— a, < 0 . Demek kin çok büyük 


seçilirse, ikiyi on parçaya böle böle istediğimiz kadar kü- 
çültebiliriz. Evet, söylediğin dizi Cauchy dizisiymiş. 

Çerçi: Maaşallah, hemen hemen ispat gibi bir şey oldu, 
bravo. Bu dizinin limiti 

a=0,bb,by-b,;- 
seklinde “sonsuz bir ondalık kesir” olarak gösteriliyor. 
Sen artık çorba kaşığıyla veya o formülünle bu sayının O 
ile 1 arasında olduğunu, 0 ile 1 arasındaki herhangi bir 
sayının da bu şekilde ifade edilebileceğini gösterebilirsin. 
b/lerin hepsi O olsa, şüphesiz a = 0 olur; peki b/lerin hepsi 
9 olsa, a sayısı kaç olur? 

Çekirge: Kâğıt şeridin önce onda dokuzunu aldık; son- 
ra yüzde dokuzunu, yani kalan onda birin onda dokuzu- 
nu ekledik; sonra binde dokuzunu, yani kalan yüzde birin 
onda dokuzunu ekledik, böyle gide gide geriye kâğıttan 
bir şey kalmıyor. Demek ki 0,999... sonsuz ondalık kesri- 
nin limiti 1 oluyor. 

Çerçi: Hayır, 0,9, 0,99, 0,999, --. dizisinin limiti 1, yani 
0.999---=1. Çünkü sonsuz toplama zaten bir limit olarak 
anlam kazandırdık. 

Şimdi bunu yadırgadıysan 0,999... sayısını atalım. Hat- 
ta 0,000--- sayısını da atalım. Yani O'dan büyük ve V'den 
küçük sayıları göz önüne alalım. Ama bu durumda da 
Qun sonsuz tekrarı sorunundan (eğer bu bir sorunsa ta- 
bii) kurtulamayız. Bu defa da örneğin 0,1 = 0,0999... gibi 
durumlarla karşılaşırız. Ama herhangi bir basamaktan 
itibaren Yun devamlı tekrarına izin vermezsek, o zaman 
O'dan büyük ve 1'den küçük her gerçel sayıyı tek türlü 
bir şekilde sonsuz bir ondalık kesir olarak ifade edebiliriz. 
(Belli bir basamaktan itibaren 9u devamlı tekrar edece- 
ğine, hepsini sıfırlayıp, bir önceki basamağa 1 koyabilir- 
sin.) 
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Şimdi bu sonsuz ondalık temsil yardımıyla gerçel sa- 
yıların sayılamaz olduğunu görebiliriz. Cantor bunu ilk 
çalışmasında başka türlü göstermişti ama, sonra sihir gibi 
bir ispat verdi. 

Önce, O'dan büyük ve l’den küçük olan gerçel sayıların 
kümesinin (bu tabii sonsuz bir küme) sayılabilir olduğu- 
nu kabul edelim. Bu sayıları şöyle saymış olalım (yani her 
sayıya bir defa uğrayalım, hiçbir sayıyı da atlamayalım): 

1. uğrak yeri: O,b,b,b.--- 

2. uğrak yeri: O,c 66 

3. uğrak yeri: 0,d,d,d.- 


Şimdi birinci basamakta b den (ve O'dan ve 9’dan) 
farklı bir x, rakamı, ikinci basamakta cden (ve O'dan 
ve 9'dan) farklı bir x, rakamı, üçüncü basamakta dden 
(ve O'dan ve 9'dan) farklı bir x, rakamı vs. yardımıyla bir 
0,xx,x, sayısı oluşturabiliriz. Bu sayı da O'dan büyük 
ve l'den küçük bir sayı. Peki bu sayı nerede? Yukarıdaki 
sayma işlemi sırasında uğranan her sayıdan farklı! Demek 
ki, doğal sayılardan bu kümeye bire-bir ve örten bir fonk- 
siyon yoktur. 

Çekirge: Çok acayip! 

Çerçi: Ama bu küme ile gerçel sayılar kümesi arasında 
bire-bir bir eşleme var. 

Çekirge: Artık her garipliğe alıştık. Yani (0, 1) açık ara- 
lığında ne kadar sayı varsa, bütün gerçel sayılar kümesin- 
de de o kadar sayı var diyorsun! 

Çerçi: Tabii. Bunu eminim sen de görebilirsin. Bir pen- 
cereden dışarıya bakarken aslında böyle bir eşleme yapı- 
yorsun. Kafanı yerden kaldırıp ufka doğru yükseltirken, 
penceredeki düşey bir çizgiyi, gerçel eksenin yere uzatıl- 
mış yarısıyla eşliyorsun. Artık bunu bir ispata dönüştüre- 
bilirsin. 

Çekirge: Baş üstüne! Bunun bir sonucu olarak da, 
doğal sayılarla gerçel sayılar arasında bire-bir bir eşleme 
olamaz, çünkü böyle bir şey mümkün olsaydı, doğal sa- 
yılarla (0, 1) aralığını da bire-bir eşleyebiliyor olurduk. 
İyi valla! 
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Çerçi: Gerçel sayıların doğal sayılardan daha güçlü 
olduğunu gösterdikten sonra, Cantor bu defa gerçel sa- 
yılardan daha güçlü bir küme aramaya başladı ve düzle- 
min noktalarının böyle bir küme olacağını düşünüyordu. 
Gene sıkıntılı bir arayıştan sonra, 1878'de kümelerle ilgili 
ikinci çalışmasında, kendisini de şaşırtan ve doğruluğuna 
inanmakta bir süre zorluk çektiği bir keşfini yayımladı: 
Gerçel eksen üzerinde ne kadar nokta varsa, düzlemde de 
o kadar nokta vardı. Yani gerçel sayılar kümesi ile, gerçel 
sayı ikililerinden oluşan küme arasında bire-bir bir eşle- 
me vardı. Aynı kapıya çıkmak üzere, şöyle de diyebiliriz: 
Bir doğru parçası üzerinde ne kadar nokta varsa, bir kare 
üzerinde de o kadar nokta vardı. 

Çekirge: Artık bu kadarına inanmıyorum. 

Çerçi: Bu inanmakla ilgili bir mesele değil. Bu kelimeyi 
ben de yanlış kullandım herhalde. Cantor böyle bir şeyin 
doğru olabileceğini kabullenmekte zorlanıyordu. Beklen- 
timize çok ters düşen bir durum. Üstelik bir şeyi ispatla- 
mak onu hemen zihnimizde bir gerçeğe dönüştürmüyor. 
Onu içselleştirmek gerekiyor. Zihnimizdeki başka olgula- 
ra bağlamak gerekiyor. Onun neden doğru olduğunu an- 
lamak gerekiyor. İspatlamak dediğin nedir ki zaten? Bazı 
kabullerden bir şey türetmek. Belki kabullerimiz yanlış. 
Belki akıl-yürütmemizde farkına varmadığımız bir hata 
yapıyoruz. Bu ikincisi (hemen her matematikçinin başına 
geldiği gibi) Cantor'un da sıkça başına gelecekti. Ama an- 
laşılan bu durumda genel kabullerle ya da akıl-yürütmeyle 
ilgili bir sorun yoktu. Sınırlı deneyimlerimizin bizi önyar- 
gılarla donatmış olmasının yarattığı bir hazırlıksızlık söz 
konusuydu sadece. Ben aslında önyargıları çok severim. 
Onlar, sınırlı da olsa belirli nedenleri olan hipotezlerdir 
sonuçta. Önemli olan, en küçük endikasyonda onları göz- 
den geçirmeye hazır olmak. Bu anlamda önyargılar, mo- 
del oluşturma ve geliştirme aracıdırlar. 

Her neyse, herhangi bir doğru parçası üzerinde ne ka- 
dar nokta varsa, herhangi bir kare, hatta herhangi bir küp 
üzerinde de o kadar nokta vardır. (Bazen tek bir nokta da 
dejenere bir doğru parçası veya bir kare vs. olarak görü- 
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lebiliyor, bunu bir kenara bırakalım.) Herhangi iki doğru 
parçası veya herhangi iki kare kolayca birbirleriyle bire- 
bir eşlenebileceğinden (Bunu her fotoğraf çektiğimizde 
yapmıyor muyuz? Doğru parçalarında ya da karelerde uç 
noktaların ya da kenardaki noktaların dahil edilip edil- 
memesinin sonucu etkileyip etkilemeyeceği üzerinde 
düşünmeyi de sana bırakayım...), bir örnek olarak O'dan 
büyük ve lden küçük sayıların kümesi ile, böyle sayı 
çiftlerinin oluşturduğu kümenin bire-bir eşlenip eşlene- 
meyeceği üzerinde düşünebiliriz. Böyle sayıları 0,b,b,b,--- 
şeklinde sonsuz ondalık kesirler şeklinde düşünebilece- 
gimizi görmüştük. Böyle 0,b,b,b--- ve 0,c,c,c -- gibi bir 
çift verilse, bunları fermuar gibi birbirleri içine geçirerek 
O,b,c,b,c,b.c, sayısını oluşturabiliriz. Cantor'un ilginç 
fikri buydu. Bu yöntem neden hakikaten bir kare ile bir 
doğru parçasının bire-bir eşlenebilmesinin mümkün ola- 
bileceğini pekâlâ akla yakın hale getirmektedir. Küçük bir 
ilave hileyle bunu bir ispata dönüştürmek de mümkün- 
dür. Ama Cantor, keşfini yayımlamadan önce, Dedekind'e 
(20 Haziran 1877'de) yazdığı bir mektupta, şaşkınlığını 
ve heyecanını paylaşıyor, Dedekind'den ispatı kontrol et- 
mesini rica ediyordu; Dedekind'in işaret ettiği bir teknik 
sıkıntı nedeniyle de, sonsuz ondalık kesirlerden vazgeçip, 
bu fermuar fikrini gerçel sayıların sonsuz sürekli kesir 
şeklindeki temsillerine uyguluyordu. 

Tabii bir doğru parçasıyla bir karenin, veya gerçel sayı- 
larla gerçel sayı çiftlerinin, ya da doğru ile düzlemin bire- 
bir eşlenmesi “boyut” kavramını altüst ediyordu! 
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Boyut Muamması 


“Boyut” her ne demekse, insanlar doğruya bir boyut- 
lu, düzleme iki boyutlu, uzaya üç boyutlu diyorlar. [Yıllar 
önce bir konferansta boyut kavramı ile ilgili bir konusma- 
ya aşağı-yukarı bu cümle ile başlamış, sonra da, nerden 
aklıma geldi bilmiyorum (belki gençliğimizin bir kült ki- 
tabı bilinçaltımda kıpırdanmıştı), “bazı insanların da ken- 
dileri bir boyutlu oluyor” diye devam etmiştim ve bunun 
üzerine Yavuz Nutku acayip bir kahkaha patlatmıştı. Yeni 
kaybettiğimiz bu büyük fizikçimizi saygı ve sevgiyle anı- 
yorum. Herhalde bu olgudan çok çekmiş olmalıydı. | 

Cantor, boyut kavramının karşı-karşıya kaldığı bu teh- 
likeden bir hayli kaygılanıyor ve bu endişesini biraz önce 
bahsi geçen mektupta Dedekind'e iletiyor. Dedekind olaya 
daha soğukkanlı yaklaşıyor ve Cantor'a boyut kavramını 
tehlikede görmediğini, eşlemelerin her iki yönde de sürekli- 
liği şart koşulursa sorunun ortadan kalkabileceğini yazıyor. 

Burada, farklı boyuttaki uzayları R” ve R™ olarak düşü- 
nebiliriz, sıralı gerçel sayı n-lilerinin ve m-lilerinin oluş- 
turduğu uzaylar: 

R={&.%,,x)IzeRi=1,2,-,n} 

Sürekliliği gene Weierstrass'ın € - ô yöntemiyle tanım- 
layabiliriz; sb 8, ER vee ix) 
ER" gibi iki elemanın (“nokta”nın) bu maksatla ihtiyaç 


duyacağımız “yakınlığı” (ya da daha doğrusu, “uzaklığı”) 


ise şöyle tanımlanıyor: (xı — x)’ +- #(x.—x.'Y . Benzer 
şekilde, R"’deki uzaklığı tanımla. 

Demek ki, bir f: R" — R” fonksiyonunun sürekliliği bu 
durumda şu demek oluyor: Herhangi bir x € R" noktası 
ve keyfi € > O sayısı verildiğinde, (bu x ve £a bağlı ola- 
bilen) öyle bir 6 > 0 sayısı bulunabilmeli ki, x noktasına 
uzaklığı 6'dan daha küçük olan herhangi bir x' € R” nok- 
tasının f fonksiyonu altındaki f(x) € R" resminin f(x) € 
R™ noktasına olan uzaklığı (tabii R™deki uzaklığı) e’dan 
küçük olsun. Bu yaklaşım, hatırlıycaksın, yakın noktala- 
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rın yakın noktalara gitmesinin titiz bir tercümesiydi. 

Simdi, Dedekind’in dedigi suydu: Tamam, Cantor mu- 
azzam bir keşif yapmış, n # m için R” ile R" arasında bire- 
bir bir esleme kurulabilecegini göstermis, ama böyle bir 
esleme (her iki taraflı) sürekli olacak sekilde kurulamaz. 
Böyle her iki taraflı sürekli ve bire-bir bir eslemeye, yani 
hem kendisi hem de tersi sürekli olan bire-bir ve örten bir 
fonksiyona ilerleyen yıllarda “topolojik bir denklik” ya da 
“homeomorfizm” denilecek ve bu kavram kendine mate- 
matikte önemli bir yer edinecekti. Yani bu terminoloji ile 
söyleyecek olursak, Dedekind sunu sezmis oluyordu: R" 
ve R" topolojik olarak denk iseler, n = m olmak zorunda- 
dır. Bu da boyutlarla ilgili sezgisel beklentimizi kurtarmış 
olacaktı. 

Cantor, bu dramatik mektuplaşmadan sonra, 1879'da 
yayımladığı bir çalışmasında bu özelliği kanıtladığını ileri 
sürdü, ama bu kanıt bazı sorunlarla maluldü. 

Cantor'un ve Dedekind'in toplu eserlerinde bulunmayan 
bu iki mektubun orijinal metinlerini görmedim ve bunla- 
ra dair söylediklerimi Fraenkel’in (Zermelo-Fraenkel'in 
Fraenkeli) Cantor'un toplu eserlerine bir sonsöz niteli- 
ğinde yazdığı “Cantor'un Hayatı” başlıklı yazıya dayandı- 
rıyorum. Bu mektuplardan sonra iki devin arasına uzun 
süren bir kırgınlığın girdiği anlaşılıyor. Üstelik 1874 çalış- 
masından sonra bozulan ilişkileri henüz yeni düzelmişken. 
Ferreirös, kümeler teorisinin tarihi üzerine yaptığı doktora 
çalışmasında o yılların sırlarını aralamaya çalışıyor. Cebir- 
sel sayıların sayılabilirliği teoremini aslında Dedekind'in 
keşfedip, ispatını da bir mektupla Cantor'a bildirmesi... 
Ama Cantor'un basılı çalışmada Dedekind'den hiç söz et- 
memesi... 1874 çalışması çok ilginç. Asıl çarpıcı sonuç, 
gerçel sayıların sayılamazlığı. Ama Cantor onu neredeyse 
saklayıp, cebirsel sayıları başlığa çıkarıyor. Dedekind'e hiç 
olmazsa bir teşekkür de edemez miydi? Üstelik Dedekind 
gerçel sayıların sayılamazlığı sonucunu çok kıymetli bulu- 
yor. Bu kadar kontrollü ve dengeli. Cantor deyince aklıma 
coşku, tutku, hırs ve saplantı geliyor. Dedekind deyince 
denge, derinlik, çokyönlülük ve ağırbaşlılık... Bilimsel ça- 
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ve D enge 


e (1845 - ©) Dedekind (1831 - æ) 


Farklı tabiatlar 


lışmalarda referans verme meselesinin nasıl bir evrim ge- 
çirdiği gerçekten incelenmeye değer bir konu. Her neyse, 
Cantor ve Dedekind'in 1899'da tekrar mektuplaştıklarını 
görüyoruz ve özellikle Cantor'un kümelerle ilgili son dü- 
şüncelerini bu mektuplardan öğreniyoruz. 

Bazen büyük edebiyatçılara alınıyorum. Hep kendile- 
rinden küçük insanları anlatıyorlar. Nadir istisnalar dışın- 
da. Oysa ben Galile’yi Brecht'in eseriyle sevmiştim. 


Öğrencisi (Galile'ye gücenerek): Kahramanları ol- 
mayan ülkeye ne yazık! 

Galile: Hayır! Kahramanlara muhtaç olan ülkeye ne 
yazık! 


Galile dedi veya demedi. Ama Brecht ona can verdi. 
Şimdi bile, bir yandan öğrencileriyle Aristoteles'i tartışıp, 
öte yandan çamaşırcı kadına laf yetiştirirken, iğneyi nasıl 
usulca suyun üzerine bıraktığı gözümün önüne geliyor. 
Neden bir yazar da Cantor'u anlatmıyor? Bütün yaşamı ve 
eseriyle tam bir tragedya kahramanı... Fantastik bir teo- 
ri yarattı, fakat kendi ortaya attığı ve çözemeden yıllarca 
boğuştuğu sorularla birlikte ecinnilere karıştı. Yarattığı 
cennet, kendisi için bir cehenneme dönüştü. Hangi edebi 
trajedi bu olanlara yaklaşabilir? 
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Boyut sorununu daha da karmasıklastıran yeni bir Ju- 
rassic Park canavarı 1890’da Peano tarafından matematik 
dünyasına salındı ve herkesin yüreğini ağzına getirdi: Bir 
doğru parçasından bir kareye, örten ve sürekli bir fonksi- 
yon vardı. Yani bir “eğriyle” bir kareyi tamamen doldu- 
rabiliyordunuz. Gerçi bu fonksiyon bire-bir değildi, ama 
matematikçilerin sezgilerini altüst etmeye yetti. Artık eğri 
kavramı da güme gitmişti. Bugün bile bir matematikçiye 
bir eğrinin ne olduğunu sorsanız, hepsinden farklı bir ce- 
vap alabilirsiniz. 

Dedekind'in tahmini nihayet 1910'da Brouwer tarafın- 
dan ispatlandı: n #m ise, R” ve R™ arasında bire-bir, örten 
ve her iki taraflı sürekli bir fonksiyon yoktu. Bu sonuç 
matematikçilere biraz nefes aldırdı, ama boyut kavramı- 
nın macerası daha yeni başlıyordu. Boyut ne demekti? 
Poincare’den başlayarak günümüze kadar çeşitli boyut 
tanımları, hatta boyut aksiyomları verildi. (Yani “Boyut, 
‘uzaylara’ karşılık getirilen öyle bir sayıdır ki, su su şu 


Peano, 1890'da kendi eğrisini böyle tanımlamamıştı ama, bu güzel, 
kırık eğrilerin “limiti” de aynen Peano'nun analitik olarak verdiği 
orijinal eğri (Sagan). Hilbert bu türden ilk görselleştirmeyi 1891'de 
vererek, herkesin bu eğrileri kavramasını sağlamıştı. 


Peano'nun kareyi dolduran eğrisine bir ulaşma yolu. 
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özellikler sağlanır” türünden bir yaklaşım.) Bu teorile- 
rin hepsinde R”nin boyutu ndir. (Bana öyle geliyor ki, 
R” gibi uzayların bir realitesi varsa, demek ki “sürekli” 
mekân, sadece yoğuşarak ya da parçalanarak değil, bu an- 
lamda da doğal sayıları üretiyor.) 

1919'dan beri Hausdorff sayesinde kesirli boyutları- 


mız da var. Yani boyutu 3 veya Te olan bir uzay me- 


sela. Dogru’dan yüksek boyutlu, ama düzlemden düsük 
boyutlu. 

Çekirge: Evet, Cantor'un kulakları çınlasın, bu artık 
epeyce serbest bir matematik oluyor herhalde! 

Çerçi: Bunlar ilk başta göründüğü kadar da tuhaf de- 
gil. Boyuttan ne anladığına bağlı. Öyle bir boyut tanımı 
verebiliyorsun ki, düzlemdeki bir kare için 2 buluyor- 
sun, uzaydaki bir küp için 3 buluyorsun, sonra bir Ju- 
rassic Park canavarı için oturup hesaplıyorsun ve mesela 
ES buluyorsun. O zaman bunu sineye çekmekten başka 
çare kalmıyor. Hatta kompleks sayılar bile boyut değerle- 
ri olarak karşımıza çıkabiliyor. Üstelik bu garip boyutlar 
umulmadık işlere de yarayabiliyor. Örneğin çok geniş bir 
“yüzey” alanına sahip bir süngerin ne kadar su tutacağını 
onun kompleks boyutları belirliyor! 

Çekirge: Kompleks boyuttan vazgeçtim de, kompleks 
sayı ne demek, onu bir anlatsan... 

Çerçi: Ona biraz sonra bakalım. Boyutları sevmedin 
herhalde. Ama bu çok esrarengiz bir konudur. Fizikçile- 
rin bu konudaki tasavvurlarını duysan, ne derdin bilmem. 
Onlar, boyutu, bir parçacığın mümkün bütün hallerinin 
oluşturduğu bir âlemin derinliğinin, onun içindeki hare- 
ket kabiliyetinin bir ölçüsü olarak alıyorlar. 

Çekirge: Dalga geçiyorsun herhalde. 

Çerçi: Yok, hayır. Gerçi bu cümle biraz tuhaf oldu ya, 
buna benzer bir şey düşünüyorlar gene de. Bir parçacı- 
ğın uzayda alabileceği bütün konumları düşünürsek, bu 
âlemin içinde (yani bu durumda, bildiğimiz uzayın için- 
de), üç bağımsız hareket yönü (imkânı) vardır. Bir de 
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Bir boyut fikri 


2=7 
Bir aralığı, yarı uzunluktaki iki aralık ile kaplıyoruz. 
4-7 
Bir kareyi, kenarı yarı uzunluktaki dört kare ile kaplıyoruz. 
de | 
| 
| 8-7 


kaplıyoruz. Bu şeklin boyutuna kaç demek lazım? 
Üçgenin içi dolu olsa “sorun” olmayacaktı: 


4-7 


Ama dantel gibi içi oyulunca ne yapmalı? 
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zamanı dikkate alırsak ve “su anda su yerde, su anda su 
yerde” diye mümkün bütün halleri düsünürsek, dört ba- 
Sımsız hareket imkânı ortaya çıkıyor; belli bir zamanda 
üç uzay yönü, bir de zaman yönü. Bu âleme uzay-zaman 
diyorlar ve burası dört boyutlu oluyor. Ama bunlar işin 
kolay yanı. Sonra da diyorlar ki, asıl hareket parçacığın 
kendi içindedir, parçacık dediğin Öklid'in noktası gibi 
boyutsuz, bölünemez, idealize edilmiş (idealastırılmıs) 
bir nokta değildir, onun bir iç yapısı ve yaşamı vardır, 
onun iç dünyasında alabileceği ne kadar çok haller vardır, 
o hallerin oluşturduğu bir âlem vardır ve o âlem içinde 
belli sayıda, bağımsız hareket yönleri vardır, kimi diyor 
altı yön, kimi diyor yedi yön, böylece parçacığın dış ve iç 
hallerini birlikte düşünürsek eder on veya on bir boyutlu 
bir âlem, 

Çekirge: Artık bu masalı bırakıp da konumuza dön- 
sek... 

Çerçi: Tabii, dönelim de, Cantor'dan ayrılmadan önce 
son bir meseleye değinmeden geçemeyeceğim. 

Çekirge: Anlattıkların biraz dolambaçlı oluyor ama. 

Çerçi: Belki de haklısın. Biraz laf lafı açıyor, biraz da, 
sohbet ediyoruz diye rahat davranıyorum. Popüler işler 
ne de olsa biraz devekuşuna benziyor zaten. Ne deve, 
ne kuş. Koskoca Penrose Kral'ın Yeni Usu'nu yazıyor, en 
derin hakikatleri anlaşılır hale getirecek, büyük harflerle 
RIEMANN yazıyor, bu Riemann eğrilik tensörüdür diyor, 
ama bunun ne demek olduğunu “açıklamak niyetinde ol- 
madığını” , zaten bunun bir yararının da olmayacağını söy- 
lüyor, sonra da tensör aşağı, tensör yukarı... Ne yapsın? 

Artık her ne kadar sürç-i lisan ettimse affeyle ve söyle- 
diklerimi de masal yerine tut. Kelile ve Dimne'yi duymuş- 
sundur herhalde. Sıfırın ve negatif sayıların yaratıldığı o 
esrarengiz ülkenin masalı. Eski Yunanlılar da irrasyonel 
sayıları keşfetmişlerdi (ya da yaratmışlardı, matematikte 
bu iki kavram arasındaki geçiş biraz belirsiz oluyor). Ama 
bugünkü, sıfırlı ve basamaklı harika sayı yazım sisteminin 
keşfi Hintlilere kısmet oldu. Batı Uygarlığı kendini Eski 
Yunan'a dayandırıyor, ama Hint sayı yazım sistemini kul- 
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lanıyor (ve bir Orta Dünya dinini). Her neyse, Kelile ve 
Dimne’de bazen bir hikäye icinde baska bir hikäye baslar, 
sonra onun icinde yeni bir hikäye, sonra onun icinde yeni 
bir hikäye. Önce son acılan hikäye kapanır, sonra bir ön- 
ceki hikäye, nihayet ilk hikäye. Bizimki de onun gibi bir 
sey oldu. Boyut hikäyesini kapattık, simdi kümeleri kapa- 
talım, sonra sayıları... 
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Cantor Hipotezi 


Kümeler teorisini yaratmaya başladığı yıllardan beri 
Cantor'un zihnini kemiren, hatta belki de onun hayatı- 
nı zehir etmiş olan bir soru, doğal sayılardan daha güçlü, 
fakat gerçel sayılardan daha güçsüz bir kümenin olup ol- 
madığı sorusuydu (yani öyle bir küme var mıdır ki, doğal 
sayılardan bu kümeye bire-bir bir fonksiyon olsun, fakat 
bire-bir ve örten bir fonksiyon olmasın; aynı zamanda, bu 
kümeden de gerçel sayılara bire-bir bir fonksiyon olsun, 
fakat bire-bir ve örten bir fonksiyon olmasın. Böyle bir 
durumda bu kümenin kardinalitesinin (güçlülüğünün) 
doğal sayıların kardinalitesinden kesin büyük, fakat ger- 
çel sayıların kardinalitesinden kesin küçük olduğunu söy- 
lüyoruz). Cantor böyle bir kümenin olmadığını düşünü- 
yordu, ama bunu hiçbir zaman ispatlayamadı. Cantor'un 
bu tahminine Continuum Hipotezi (CH) adı veriliyor. Buna 
dilimizde süreklilik hipotezi deniyor, ama bu benim pek 
içime sinmiyor. Meselenin fonksiyon sürekliliğiyle bir 
ilgisi yok; “continuity” ya da “stetigkeit” hipotezi değil. 
Continuum (kontinuum) terimiyle o devirlerde daha zi- 
yade, sahip olduğu yapıyla birlikte, gerçel sayılar anlaşı- 
lıyordu. Bu itibarla gerçi örtük olarak onun sahip olduğu 
“süreklilik yapısı” devredeymiş gibi görünüyor; fakat hi- 
potez, gerçel sayıların güçlülüğüne, ama farklı bir sürek- 
lilik yapısına sahip, ya da süreklilik diye bir kavramın söz 
konusu olmadığı bir küme için de (örneğin doğal sayıla- 
rın kuvvet kümesi için de) ifade edilebilirdi. Süreklilik de 
nerden çıktı? Kümeler teorisinde süreklilik diye bir şey 
yok. İstersek, onu sonra geliştireceğiz. Bu nedenle conti- 
nuum hipotezi yerine, Cantor Hipotezi demek herhalde 
daha iyi olurdu. Üstelik aynı kısaltmayla (CH). 

Continuum hipotezini Cantor'un elifleri yardımıyla 
şöyle de ifade edebilirdik: Sıfırıncı eliften (X,, doğal sayı- 
ların kardinalitesi) sonra gelen en küçük kardinaliteye bi- 
rinci elif (X,) demiştik. X, < X, olduğunu biliyoruz. Diğer 
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yandan, gerçel sayılar kümesinin doğal sayılar kümesin- 
den daha güçlü olduğunu biliyoruz. Gerçel sayıların kar- 
dinalitesi genellikle continuum'un basharfi olan c sembolü 
ile gösteriliyor. Yani N < c olduğunu da biliyoruz. Peki, X, 
ile c arasında nasıl bir ilişki vardır dersin? 

Çekirge: X, N 'dan sonra gelen en küçük kardinal sayı 
olduğuna göre, ya c = N, veya c > N| olması gerekir. 

Çerçi: Süper! İşte Cantor c = N, olması gerektiğini, yani 
doğal sayıların kardinalitesinden sonraki ilk kardinalite- 
nin gerçel sayıların kardinalitesi olduğunu düşünüyordu, 
buna inanıyordu, bundan emindi, çılgınca bunu ispatla- 
maya çalışıyordu. 

Gerçel sayıların gücü ile, O'dan büyük, l'den küçük 
olan (yani 0 ile 1 arasında olan) gerçel sayıların gücünün 
aynı olduğunu görmüştük, çünkü bu kümeler bire-bir 
eşlenebiliyordu. Diğer yandan, O ile 1 arasındaki gerçel 
sayılar, sonsuz ondalık kesirler şeklinde ifade edilebili- 
yordu ve ufak bir tedbirle (9 rakamının bir yerden sonra 
devamlı tekrarına izin vermeyerek) bunu da bire-bir bir 
eşleme haline getirmiştik. Bu suretle gerçel sayılarla bu 
sonsuz ondalık kesirler arasında bire-bir bir eşleme kur- 
muş oluyoruz. Ondalık kesir dediğin nedir zaten, ondalık 
rakamlardan oluşan bir dizi. Hatırlar mısın, sen bana bir 
keresinde hava atmıştın, ben ikili sistemle şöyle yazarım, 
böyle yazarım falan diye. Ondalık rakamlar yerine, ikili 
rakamlar (0 ve 1) kullanarak, gerçel sayıları sonsuz ikilik 
kesirlerle de bire-bir eşleyebiliriz. Gene önce 0 ile 1 ara- 
sındaki sayılarla çalışıp, sonra gerçel sayılara geçebiliriz. 
O ile 1 arasındaki bir sayının ikilik kesri ne kadar hoş: 
Belirli bir sayı verildiğinde, (0, 1) aralığını ikiye böl, sayı 
soldaysa O yazalım, sağdaysa 1. Sonra, bu sayının içine 
düştüğü yarı-aralığı ikiye böl, sayımız sola düşerse 0 ya- 
zalım, sağa düşerse 1; ve böyle devam edelim. 

Çekirge: Sayımız bu hamleler sırasında tutar da böldü- 
gümüz bir aralığın tam ortasına düşerse yazı-tura atacağız 
anlaşılan! 

Çerçi: O da olurdu da, istersen öyle bir durumda sağ 
tarafı tercih edelim, yani 1 yazalım ve bölme işlemine bu 
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sağ taraf ile devam edelim. O zaman bundan sonra gele- 
cek rakamlar ne olur? 

Çekirge: Sayımız artık her yeni bölmede sol tarafa dü- 
şeceğinden hep 0 yazarız. 

Çerçi: Çok güzel. Böylece 1 rakamının devamlı tekrarı- 
nın olmadığı rakam dizileriyle, (0, 1) aralığını, dolayısıyla 
da gerçel sayıları bire-bir eşlemiş oluruz. Aslında, tamamı 
O’lardan oluşan diziyi de atmak lazım tabii, çünkü 0 sayı- 
sı, (0, 1) aralığına ait değil. Ama atmasak ne olur! Hatta 1 
rakamının sonsuz ardışık tekrarına da izin versek? Sonuç- 
ta bunlar sayılabilir bir kümedir ve bu yasaklıları eklemek 
diğerlerinin gücünü zaten değiştirmez. Bu sana küçük bir 
alıştırma olsun. Demek ki, O ve 1 rakamlarından oluşan 
keyfi dizilerin kümesi ile gerçel sayılar kümesi bire-bir 
eşlenebilir. 

O ve 1 rakamlarından oluşan, örneğin 011010001100--- 
gibi bir diziyi şöyle bir talimat gibi de yorumlayabiliriz: 
(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12, ---} doğal sayılar küme- 
sinin ilk elemanını alma, ikinci elemanını al, üçüncüyü 
al, dördüncüyü alma, vs. Demek ki 0 ve Vlerden oluşan 
dizilerle, doğal sayılar kümesinin altkümelerinin kümesi- 
ni, yani doğal sayılar kümesinin kuvvet kümesini bire-bir 
eşleyebiliriz. Bu da demek oluyor ki, gerçel sayılar kümesi 
ile, doğal sayılar kümesinin kuvvet kümesini bire-bir eş- 
leyebiliriz. 
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Kümelerin Gücü Adına 


İstersen bir nefes alalım. Şimdiye kadar şu güçlü bu 
güçlü deyip durduk, hatta bazı tanımlar da verdik, ama 
bir daha baştan alalım: 

A ve B gibi iki küme verildiğinde, bu kümeler (bu kü- 
melerin elemanları desek belki daha mı iyi) bire-bir eşle- 
nebiliyorsa, yani bire-bir ve örten bir f: A — B fonksiyo- 
nu varsa, bu kümelere eş-güçlü diyoruz. Eğer A kümesi 
B kümesinin bir altkümesi ile eş-güçlü ise, yani bire-bir 
(ama belki örten olmayan) bir f: A — B fonksiyonu varsa, 
bu durumda B kümesi en az A kümesi kadar güçlüdür 
diyoruz. Eğer A ve B kümeleri eş-güçlü iseler, şüphesiz 
her biri en az diğeri kadar güçlüdür diyebiliriz. Şimdi sana 
bir soru: Bize A ve B gibi herhangi iki küme verildiğinde, 
B kümesi en az A kümesi kadar güçlü ise ve A kümesi de 
en az B kümesi kadar güçlü ise, bu iki küme hakkında ne 
söyleyebilirsin? 

Çekirge: Herhalde aynı güçte, yani eş-güçlü olmalılar. 

Çerçi: Evet, bu çok doğal bir beklenti. Ama bunu gös- 
termenin hiç de kolay bir şey olmadığını anlamak için 
oturup bir denemek gerekir. Bunu Schröder (1896'da; 
ama hatalı olarak) ve (Cantor'un öğrencisi) Bernstein 
(1897'de) gösterdiler ve bugün Schröder-Bernstein, ya 
da Cantor-Bernstein veya Cantor-Schröder-Bernstein te- 
oremi olarak biliniyor ve başköşede yeri var. Ama aslında 
buna Dedekind teoremi veya Cantor-Dedekind teoremi 
demek gerekirdi, çünkü uzunca süre çözümsüz kalan bu 
önemli soruyu soran Cantor, ilk çözen de 1887'de (yani 
Bernstein'dan 10 sene önce) Dedekind oldu! [Ferreirös] 
Dedekind'in bunu mektupla Cantor'a bildirmemiş olması 
ya da yayıma hazırlamakta olduğu Was sind und was sol- 
len die Zahlen kitabına koymamış olması ya da başka tür- 
lü yayımlamamış olması ne kadar manidar. Dedekind'in, 
diğerlerinden daha basit olan bu ispatı ancak 1899'daki 
o son mektuplaşmalar sırasında konu açılınca Cantor'a 
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yazdığını görüyoruz. Biz olsak çatlardık herhalde. Demek 
gerçeğin peşinde olmak böyle bir şey... 

Bu teorem tabii kümelerin gücü adına iyi bir şey. Yok- 
sa güç kavramı pek bir işe yaramazdı. Şimdi bu noktada 
Sevgili Tolga Yarman'ı anmadan edemeyeceğim, çünkü 
şu anda o konuşuyor olsa, “Eşeğin büyüğü ahırda!”derdi. 
Evet Çekirge, şimdi sana masum bir soru sorayım: A ve 
B iki küme olsunlar. Ya A kümesi en az B kümesi kadar 
güçlüdür ya da B kümesi en az A kümesi kadar güçlüdür 
diyebilir misin? 

Çekirge: Tabii ki, ya B kümesinin elemanları A küme- 
sinin elemanlarının bir kısmıyla bire-bir eşlenebilir (A kü- 
mesinde daha fazla eleman olması durumunda; ama bunu 
yüksek sesle söylemeyeyim), ya da A kümesinin eleman- 
ları B kümesinin elemanlarının bir kısmıyla eşlenebilir. 
Tabii talihli bir durumda bu kümeler bire-bir de eşlene- 
bilirler; ama en kötü durumda en azından birisi diğerinin 
bir altkümesiyle eşlenebilir. 

Çerçi: Evet Çekirge, çok haklısın, Cantor bile önceleri 
öyle düşünüyordu, hatta bunu bir sorun olarak bile gör- 
müyordu; bu mesele yavaş yavaş zihninde bir sızıya, gide- 
rek bir sancıya dönüştü; evet böyle düşünmekte haklısın, 
ama bunu hafife almakta haklı değilsin. Nerden biliyor- 
sun? Nerden bulacaksın bunların hiç olmazsa birinden 
diğerine gidecek bire-bir bir fonksiyonu? Nasıl olsa kü- 
melerin birinde daha fazla eleman var ne demek? Sen söy- 
lemedin ama, öyle düşündüğün belli oluyor. Biz tam da 
bunun ne demek olduğunu anlamaya çalışmıyor muyuz? 

Cantor senin tahmininin doğru olduğunu göster- 
mek için çok uğraştı. İyi-sıralama kavramını yaratan da 
Cantor'du ve bütün kümelerin iyi-sıralanabildiğini, yani 
her küme üzerinde bir iyi-sıralama bağıntısının var oldu- 
ğunu gösterebilseydi bu iş hallolacaktı. Çünkü o zaman 
verilen iki küme üzerinde yardımcı unsurlar olarak birer 
iyi-sıralama alıp, kümelerden birini diğerinin bir başlangıç 
parçasıyla eşleyebilecek, yani birinden diğerine bire-bir 
bir fonksiyon verebilecektik. Önce en küçük elemanları 
eşle, sonra ondan sonra gelenleri vs. Kim önce tükenirse, 
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öteki daha güclü. Hayatta oldugu gibi. Ama bu yanıltı- 
cı tabii. Hayatta oldugu gibi. Sonsuz kümelerin tabiatına 
alışık değiliz. Sonlu kümeler için tamam da, sonsuz bir 
küme, önce tükendiği halde, ötekinin gücünde olabilir. 
Bir başlangıç parçası, kümenin tamamının gücünde ola- 
bilir. Ama şu noktada bizim için herhangi iki kümenin 
en az birinden diğerine bire-bir bir fonksiyonun verile- 
bilmesi önemli. Bunu da şüphesiz söylediğimiz kadar 
gamsız yapamayız. Ama doğal sayılar için olduğu gibi, 
iyi-sıralanmış kümeler için de sonlu-ötesi bir tümevarım 
yöntemi var. Ancak, daha önce söylediğimiz gibi, “Bir 
özellik, ilk eleman için doğruysa ve bir eleman için doğ- 
ru olduğunda ondan hemen sonra gelen eleman için de 
doğru oluyorsa, o zaman bütün elemanlar için doğrudur” 
demeyelim de, “Bir özellik bir elemandan küçük bütün 
elemanlar için doğru olduğunda o eleman için de doğru 
oluyorsa, o zaman bütün elemanlar için doğrudur.” di- 
yelim. Bu küçük ifade değişikliği ile, tümevarımı bütün 
iyi-sıralanmış kümelere taşıyabiliriz. 

Çekirge: İlk ifadenin neden yeterli olmadığını anlaya- 
madım. 

Çerçi: Bak, doğal sayılar üzerinde şöyle bir sıralamayı 
düşün: 

1<3<5<7<t<2<4<6<8 

Bu tabii bir iyi-sıralama. Simdi, bir özelligin ilk eleman, 
yani 1 için doğru olduğunu, ve herhangi bir eleman için 
doğruysa, ondan hemen sonra gelen eleman için de doğru 
olduğunu kabul edelim. O zaman bu özellik bütün ele- 
manlar için doğrudur diyebilir misin? 

Çekirge: Dur bakayım... Özellik 1 için doğru olduğuna 
göre 3 için de doğru, 3 için doğru olduğuna göre 5 için 
de doğru... Böylece bütün tek sayılar için doğrudur diye- 
bileceğiz, ama 2'ye ulaşamayacağız. Evet, 2'ye adım adım 
ulaşılmıyor. 

Çerçi: Şimdi de ikinci yöntemle deneyelim. Verilen 
özellik 1 için doğru mudur? 

Çekirge: Ben nerden bileyim! 1'den önce bir eleman 
yok ki! 
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Çerçi: Demek l’den önce, özelliğin yanlış olduğu bir 
eleman yok. O halde özellik, den önceki elemanlar için 
doğru. Demek ki, kabulümüze göre, 1 için doğru. 

Çekirge: Bunu sevmedim, biraz hokus pokus gibi 
oldu. 

Çerçi: Peki, o zaman sonlu-ötesi tümevarımı şöyle ifa- 
de edelim: İyi-sıralı bir küme verildiğinde, bir özellik bu 
kümenin en küçük elemanı için doğruysa ve bir elemandan 
küçük bütün elemanlar için doğru olduğunda o eleman için 
de doğru oluyorsa, o zaman bütün elemanlar için doğrudur. 

Tekrar biraz önceki iyi-sıralı kümemize dönersek, şim- 
di ne söyleyebilirsin? 

Çekirge: Özellik 1 için doğru. 3'den önce 1 var ve özel- 
lik 1 için doğru, o halde 3 için doğru. 5'den küçük ele- 
manlar 1 ve 3, özellik onlar için doğru, o halde 5 için 
de doğru. Böylece verilen özellik bütün tek sayılar (yani 
ilk parti için) doğru. Eveeet! Şimdi 2'ye atlayabiliyoruz: 
2'den küçük bütün elemanlar için doğru, o halde 2 için de 
doğru ve böyle devam edebiliriz. Her eleman için doğru. 
İşte bunu sevdim. 

Çerçi: Çok güzel. Sonlu-ötesi tümevarımı şöyle de ifa- 
de edebilirdik: İyi-sıralanmış bir kümenin bir altkümesi şu 
özellikleri sağlasın: En küçük eleman bu altkümeye ait olsun 
ve herhangi bir elemandan küçük bütün elemanlar bu altkü- 
meye aitse, o zaman o eleman da bu altkümeye ait olsun. 

Bu takdirde, bu altküme bütün kümeye eşittir. 

Eminim sen bunu gösterebilirsin. 

Çekirge: Sen de iyi gaz veriyorsun. Dur bakalım... 

Diyelim ki bu altküme bütün kümeye eşit olmasın. O 
zaman bu altkümeye ait olmayan en az bir eleman vardır. 
O zaman da, büyük küme iyi-sıralanmış olduğu için, bu 
altkümeye ait olmayan elemanlar içinde bir en küçüğü 
olur. O elemandan daha küçük elemanlar artık altkümeye 
aittir. Ama o zaman da hipotezimize göre o elemanın da 
altkümeye ait olması gerekir. İşte bu olmadı. O eleman 
hem altkümeye ait değil, hem de ait. Demek ki başta söy- 
lediğimiz olamaz. Yani o altküme bütün kümeye eşit ol- 
mak zorundadır. Güzelmiş. 
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Çerçi: Bravo! Ben demiştim zaten. Bu akıl yürütme 
biçimin aslında iyi-sıralama kavramının ne kadar iyi “di- 
zayn” edilmiş olduğunu da gösteriyor. Sanki sonsuzluğun 
anahtarı. Biraz önce konuştuğumuz, iyi-sıralı bir kümeyi 
diğerine resmetme işi de sonlu-ötesi tümevarımla halle- 
dilebilir. 

İyi-sıralama kavramını yaratan ve bunun önemini gö- 
ren Cantor, keyfi kümelerin iyi-sıralanabileceğini, ama 
özellikle de continuum hipoteziyle bağlantılı olarak, ger- 
çel sayılar kümesinin iyi-sıralanabileceğini uzun yıllar 
göstermeye çalıştı, ama buna muvaffak olamadı. Bunu 
daha sonra, sadece gerçel sayılar için değil, bütün küme- 
ler için geçerli olmak üzere, 1904'de Zermelo gösterecek- 
ti; yani bütün kümeler iyi-sıralanabilirdi. Ama onun ispatı 
da bazı eleştiriler aldı ve Zermelo'nun kümeler için bir 
aksiyomatik yaklaşıma yönelmesinde, iyi-sıralanabilme 
teoremi için emniyetli bir çerçeve yaratma kaygısının da 
rol oynamış olduğunu sanıyorum. 
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Cantor Hipotezinin Encamı 


Sana galiba bir sebeple, iyi ki Cantor bu günleri gör- 
medi demistim ama, keske Cantor bu günleri görseydi... 
Her sey ne kadar beklenmedik bir hal aldı. Ama Öklidyen 
olmayan geometrilerin yol açtığı altüst oluş ve yeniden 
doğuştan sonra, matematikçiler artık hiçbir şeye şaşıra- 
mazlardı. Cantor hipotezinin akıbeti Paralellik Aksiyo- 
munun akıbeti gibi oldu. 

Şimdi geri dönüp bakınca anlaşılıyor ki, continuum 
hipotezi herhalde erken sorulmuş bir soruydu. Bu soru- 
nun gereken titizlikte ele alınıp çözülebilmesi için, man- 
tığın da, matematiğin de biraz daha evrilmesi gerekecekti. 
1938'de Gödel, Cantorun bu tahmininin SZF-kümeler 
teorisinin aksiyomlarıyla uyumlu olduğunu (yani bu ak- 
siyom sistemi tutarlı ise, Cantor'un tahmininin yeni bir 
aksiyom olarak eklenmesiyle ortaya çıkacak sistemin de 
tutarlı olduğunu) gösterdi (yayın tarihi 1940). 1963'de de 
Cohen, Cantor'un tahmininin tersinin (yani doğal sayı- 
lardan daha güçlü ve gerçel sayılardan daha güçsüz bir 
kümenin var olmasının) SZF-aksiyomlarıyla uyumlu ol- 
duğunu gösterdi. Sen artık istersen Cantor'un tahminini, 
istersen onun tersini SZF-aksiyomlarına ekleyebilirsin. 

Gödel ve Cohen, kümeler teorisinde özel bir statüsü 
olan seçme aksiyomunun diğer aksiyomlarla, yani ZF sis- 
temiyle olan ilişkisini de açıklığa kavuşturdular. Gödel 
seçme aksiyomunun diğer aksiyomlarla uyumlu olduğu- 
nu, Cohen da seçme aksiyomunun diğer aksiyomlardan 
bağımsız olduğunu gösterdi. Yani seçme aksiyomunun 
doğru olduğu ZF sistemleri (yani bir SZF sistemi) var ola- 
bileceği gibi, seçme aksiyomunun yanlış olduğu bir ZF 
sistemi de [yani bir (-S)ZF sistemi de] var olabilir. Yani 
söylenmek istenen gene şu ki, ZF sistemi tutarlı ise, hem 
SZF sistemi, hem de (-S)ZF sistemi tutarlıdır. 

Soru 35: Böyle şeyler nasıl gösterilir? 

Cevap 35: Bir gün bir tırpan alıp, bahçemde tırpanla ot 


CANTOR HİPOTEZİNİN ENCAMI 187 


biçmeye kalkışmıştım. Fakat ne yapsam olmuyor. Tırpan 
ya toprağı kazıyor, ya da havayı kesiyor. Baktım bir sakat- 
lık çıkacak, bu işten vazgeçtim. Beni böyle çaresiz gören 
bilgeler bilgesi tarla komşum Ali Aga yanıma geldi, tırpanı 
alıp, tüy gibi salladı ve otlar yere devrildi. Sonra da ekledi: 
“Çok goley, çok zor, çok goley, çok zor!” 

Bu is de öyle, çok kolay, çok zor. Paralellik aksiyomu 
için 2000 sene uğraştılar. Diğer dört aksiyomdan çıkardı, 
çıkmazdı... İçinden çıkılmaz bir is. Ama sonra birden ne 
kadar kolay olduğu anlaşıldı. Öklid'in düzlem geometri- 
si bir sıska modeldir. Paralellik aksiyomunu atarsan, geri 
kalan dört aksiyom da bir sıska model. Bunun için bir 
dolgun model vereceksin. Öyle bir dolgun model var ki, 
orada paralellik aksiyomu doğru. Demek ki paralellik ak- 
siyomunun tersini, diğer dört aksiyomdan türetemezsin. 
Paralellik aksiyomu diğer aksiyomlarla uyumlu. Ama bu 
dört aksiyomlu sıska modelin öyle başka bir dolgun mo- 
deli de var ki, orada paralellik aksiyomu yanlış. Demek ki, 
paralellik aksiyomunu diğer dört aksiyomdan türetemez- 
sin. Paralellik aksiyomu diğer aksiyomlardan bağımsız. 
Bu kadar! 

Cantor hipotezi için de aynı şey. SZF kümeler teorisinin 
öyle bir modelini bulacaksın ki, o modelde Cantor hipote- 
zi doğru olacak. O zaman Cantor hipotezi SZF ile uyumlu 
olur. Yani onun tersini SZF aksiyomlarından türetemez- 
sin. Gödel'in yaptığı buydu. Sonra da SZF için başka bir 
model bulacaksın ve o modelde de Cantor hipotezi yanlış 
olacak. Bu da demek olacak ki, Cantor hipotezini SZF ak- 
siyomlarından türetemezsin. Çok goley. 

Ama çok zor. Paralellik aksiyomu işinde işimiz daha 
kolaydı. Elimizde dolgun model üretmek için iyi-kötü 
bir kümeler teorisi var. Yani şimdi var. 19. yüzyılın ilk 
üç çeyreğinde yoktu. Ama insanlar gene de o günün 
imkânlarıyla modeller ürettiler. Her şey kümelerden ola- 
cak değil ya. 2000 sene düzlem geometri yapılırken kü- 
melerin esamesi okunmuyordu. Ama Öklid'in düzlemi 
neden yapıldıysa, Öklidyen olmayan düzlemi de ondan 
yaptılar. Rakibi kendi hilesiyle yenmek gibi bir şey. Belki 
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sonra böyle bir modeli konusuruz. Sonra da Hilbert Ök- 
lid düzlemini emniyete aldı. Böylece ötekini de. Hilbertin 
kumaşı gerçel sayılardı. Gerçel sayıları da kümelerden 
yaptık. Ama kümeler teorisinin dolgun modelini hangi 
malzemeden üreteceğiz? 

Geriye bir tek yol kalıyor. Aynı hileyi uygulayacak- 
sın. SZF için bir model varsa, onun yardımıyla SZF + CH 
için bir model oluşturacaksın. Bu Gödel'in yaptığı. Ve 
SZF + (-CH) için bir model oluşturacaksın. Bu Cohen'in 
yaptığı. Leylâ'ya kavuşmak için (CH'nin doğru olması 
için) kümelerini az tutacaksın. Gödel’in yaptığı bir bakıma 
buydu. SZF için bir model varsa, bunu daraltıp, SZF + CH 
için de bir modelin var olacağını gösterdi. Doğal sayıla- 
rın altkümelerini azalttı. Sana demiştim ya, bir kümeye 
bakıp onun altkümelerini söyleyemezsin diye. Bunu söy- 
leyebilmek için bütün kümelere bakmak lazım. Hangisi 
altküme? Belki senin altküme diye düşündüğün bir şey, 
kümeler âleminde yok! 

“Ne kadınlar sevdim, zaten yoktular!” 

Bu yolla Gödel doğal sayıların kuvvet kümesini küçült- 
tü ve birinci Elifin gücüne indirdi. Böylece Cantor hipo- 
tezi doğru oldu. 

Gereğinden fazla küme zenginliği varsa, Leylâ'ya kavuş- 
mak hayal. Cohen'ın yaptığı da, SZF için bir model varsa, 
SZF + (-CH) (CH'nin değili) için bir model olacağını gös- 
termekti. Ama ne gösterdi! Göz kamaştıran zenginlikte çe- 
şit çeşit modeller. Doğal sayıların kuvvet kümesinin birinci 
Elifi aşıp, ikinci Elif kadar güçlü olduğu. Ya da yüzüncü 
Elif kadar. Burası benim aklımın durduğu yer. 

Günümüzde matematiksel mantık devasa bir araştır- 
ma alanına dönüşmüş durumda, ama matematikçiler o 
denizlere açılan şen çocuğun naifliğiyle gene de bildik- 
lerini okuyorlar. Çünkü bir yandan bu çok sofistike yeni 
açılımları anlamak zaten çok zor, onları anlamaya çalışan 
sonunda mantıkçı olup çıkıyor; diğer yandan da kabı- 
na sığmayan “serbest matematik”, kendi imgeleri, kendi 
sezgileriyle, kendi yolunda deviniyor. Ama serbest mate- 
matikçiler, her zaman itiraf etmeseler de, geriyi sağlama 
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almaya çalışan matematiksel mantığın koruyucu elini ar- 
kalarında hissediyorlar. 

ZFC-kümeler teorisi, her ne kadar tutarlılığı bir sorun 
olarak kalsa da, şimdiye kadar çelişkilere yol açmadı ve 
matematikçilere rahat bir at koşturma olanağı sağlıyor. 
Elinde böyle bir malzeme olunca, bununla kulübeler ya- 
pabiliyorsun, saraylar kurabiliyorsun... Kümeleri bazen 
neye benzeteceğimi şaşırıyorum. Gerçek hayatta en basit 
bir ev yapmak için bile kaç çeşit malzeme kullanılıyor. 
Taşı var, tuğlası var, demiri, çimentosu, kerestesi... Oysa 
matematiğin en görkemli yapıları bile sadece kümelerden 
yapılıyor. Thales'in torunları kırk çeşit malzeme kullana- 
cak değiller herhalde. Onun dünyası sudan yapılmıştı. Bi- 
zim matematik dünyası da kümeden yapılmış. Sıska mo- 
deller bina planları gibi. Dolgun modeller bunlara uygun 
olarak yapılan inşaat. Kümeleri bazen de kumaşa benzeti- 
yorum. Sıska modeller elbise patronları. Dolgun modeller 
küme kumaşından bunlara göre dikilen elbise. Bazen de 
kümeleri bir hurufat sandığına benzetiyorum, kullandı- 
ğın dile göre bunları yan yana getirme kuralları var, san- 
ki dil bir kümeler teorisiymiş gibi; sonra da zihnindeki 
bir duygular ve düşünceler örgüsünden oluşan bir sıska 
modeli bu dili kullanarak bir romana dönüştürüyorsun. 
Kümeler bana bazen de yazılan senaryoya göre her oyu- 
nun oynanabileceği bir sahne gibi geliyor. Her neyse, bu 
kümeler durduğun yerde dünyalar yaratabileceğin sihirli 
bir malzeme işte! 

Çekirge: Yarat bakalım, görelim... 

Çerçi: Çok kolay. 
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Big Bang 


Zermelo-Fraenkel kümeler teorisi bize Dedekind’in 
“Dogal sayılar icin sıska modeller” oyununu ve bunların 
dolgun bir modeli olarak “von Neumann'ın testileri” oyu- 
nunu oynamak icin bir sahne (ya da, tutarlılık kaygısını 
saklı tutarak, sahne adayı desem daha dogru olacak her- 
halde) yaratmıs oluyor. Istersen sen dogal sayılar icin bas- 
ka dolgun model oyunları da yazıp oynayabilirsin. Artık 
bundan sonra bütün oyunlar bu sahnede oynanacak. 

Elimizde bir kere doğal sayıların (sıfırlı ya da sıfırsız) 
dolgun bir modeli olduktan sonra, önce negatif tam sayı- 
lara, sonra da rasyonel sayılara geçmek çok kolay (Aslın- 
da tarihsel olarak önce pozitif rasyonel sayılara, oradan da 
epeyce bir sıkıntıyla negatif sayıları yaratıp rasyonel sayı- 
lara geçtik. İstersen bu yolu da izleyebilirsin). Sonra da 
Dedekind'in kesitleriyle veya Cantor'un temel dizileriyle 
gerçel sayılar için bir dolgun model inşa edebilirsin. Ger- 
çel sayılar için bir modele kavuştuktan sonra, artık onu 
da unutabilirsin. Nasıl olsa herhangi iki model eş-yapılı. 
Onlarla ne yapacaksan yap, zihninde hangi imgelerle iş 
yapacağın senin keyfine kalmış, ama onlar hakkında veya 
onlar yardımıyla bir şey kanıtlarken, sadece onlarla ilgili 
aksiyomları kullanacaksın. Gerçel sayılara sahip olduktan 
sonra artık önümüzde muazzam ufuklar açılıyor. Küme- 
ler bütün matematik için bir temel tözse, gerçel sayılar da 
matematiğin model atölyesinin en önemli ara malzemesi- 
dir. Evler atomlardan yapılmıştır, ama evleri atomlardan 
yapmaya kalkmak pek akıl kârı değildir. Örneğin tuğla 
kullanmak daha pratiktir. 

Şöyle bir dönüp bakınca, gerçel sayıları sanki yoktan 
yarattık gibi geliyor insana. Bütün sermayemiz bir boş 
küme, eldeki kümelerden yeni kümeler yaratmak için 
kurallar (Frege, Dedekind'e soruyordu ya, “Yaratmanın 
kurallarını ortaya koyup inceledin mi?” diye; işte küme 
aksiyomlarını bir bakıma bu soruya bir yanıt olarak da 
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düsünebiliriz) ve ortalıga sacılacak “sonlu” von Neumann 
testilerinin tamamını bitmiş tek bir testi gibi düşünmemi- 
ze imkân verecek bir manevra niteliğindeki bir sonsuzluk 
aksiyomu. Boş kümeden ötesini, biraz tedbir, biraz şike 
bâbında düşünecek olursak, netice itibariyle bütün doğal 
sayıları ve sonra da gerçel sayıları bir tek boş kümeden 
yaratmış oluyoruz. Boş küme de, hiçbir eleman içermeyen 
bir nesne olarak, yokluk makamında olduğundan, sonuçta 
resmen yokluktan doğal sayıları, gerçel sayıları ve onlarla 
yapılan her şeyi yani nerdeyse bütün matematiği yaratmış 
oluyoruz. İşte bu da matematiğin Büyük Patlaması! 

Tabii bir yandan bu yaratının arkasında tümüyle tabi- 
attan beslenerek geçirdiğimiz milyon yıllar olduğunu ve 
diğer yandan da bu kreasyonun ne kadar tabiata uygun ve 
ne kadar sağlam olduğunu zamanın göstereceğini de itiraf 
etmek lazım. 

Soru 36: Doğal sayılar ve gerçel sayıların aksiyomatik 
sistemler olarak ifadelerini, doğal sayılar için nasıl bir mo- 
del üretilebileceğini, elimizde rasyonel sayılar varsa onlar 
yardımıyla da gerçel sayılar için nasıl bir model üretilebi- 
leceğini biraz anladım. Ama aradaki boşluğu hiç anlatma- 
dın: Doğal sayılardan rasyonel sayılara nasıl geçeceğiz? 
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Şanslı Öğrenci 


Cevap 36: Ben de seni ortaokulu bitirdin sanıyordum 
Çekirge! Yıllar önce tesadüfen bir ortaokul kitabında 
tam da bu inşaatı görmüştüm. Tabii bu o yaşta yerli mi 
yersiz mi onu da pek kestiremiyorum. Üstelik şimdi or- 
taokulun artık ilkokul içine girdiğini de düşünürsek... 
Her neyse. Dedekind, bu işi, yani, doğal sayılardan hare- 
ketle (sıfır ve) negatif sayıları ve rasyonel kesirleri nasıl 
yaratabileceğimizi, bunu soran Lachmann adındaki bir 
öğrencisine yazdığı cevabi bir mektupta, 82 yaşına rağ- 
men üşenmeden uzun uzun ve bütün detaylarıyla anla- 
tıyordu. 

Çekirge: Ne şanslı öğrenciler varmış ama! 

Çerçi: Evet, doğru söze ne denir. Lachmann Türkiye'de 
olsaydı, 1913'de bunu olsa olsa Salih Zeki'ye sorardı, o 
da ne cevap verirdi bilemem ama, Lachmann Türkiye'de 
olsaydı bu soruyu zaten zor sorardı. Lachmann'ın burdaki 
akranlarının başka soruları vardı. Öyle her soru her za- 
man ve her yerde sorulmaz. 

Aslında Dedekind'in verdiği cevap o kadar da hoşu- 
ma gitmedi. Nasıl örneğin 2 sayısını 3-1=2,4-2=2, 
5-3-2... gibi eşitliklerden hareketle sanki (3, 1), (4, 2), 
(5, 3),... gibi doğal sayı ikililerinin kümesiyle ilintili ya 
da bunlarla belirleniyor gibi düşünebilirsek, -2 sayısını da 
(1,3), 2,4), G, 5),... ikilileriyle belirleniyormuş, daha 
doğrusu bu ikililerin kümesiymiş gibi düsünebilirmisiz! 
Benim bildiğim Dedekind bunu yapmazdı ama, neyse... 
Hatırlarsın, daha önce, “Bir irrasyonel sayı, onu belirleyen 
kesitin kendisi değildir” diyordu. Oysa şimdi, -2, onu be- 
lirleyen {(1,3), (2,4), 3,5),...} kümesi oldu. Hayat insanı 
törpülüyor. Evet, Dedekind, tam sayıları, (m, n) şeklindeki 
doğal sayı ikililerinden oluşan bazı kümeler olarak tanım- 
lıyordu. (m, n) ve (m', n’) ikilileri arasında, m+n'=n+ m! 
ilişkisi varsa, bu ikililer aynı kümeye konuluyorlar ve aynı 
tam sayıyı temsil ediyorlardı. 
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Çekirge: Doğru tabii, m - n = m’ - n' olması demek, 
m+n'=n+ m' olması demek. 

Çerçi: Dedekind, (m,, n,) ikilisinin bulunduğu küme 
ile, yani bu ikilinin “denklik sınıfıyla”, (m,, n,) ikilisinin 
denklik sınıfının toplamı diye, (m, + m, n, + n,) ikilisi- 
nin denklik sınıfını tanımlıyordu. Tabii bir denklik sınıfı, 
farklı elemanları tarafından temsil edilebilir ve bu topla- 
ma işlemi sınıflardan temsilci seçiminden bağımsızdır. 

Eski doğal sayılarımızın artık yeni kıyafetler içinde bu 
yeni sosyetede yerlerini aldığını düşünebiliriz, örneğin 1 
sayısı artık {(2, 1), (3, 2), (4, 3),...} kümesi olarak, 5 sa- 
yısı {(6, 1), (7, 2), (8, 3),...} kümesi olarak düşünülebilir 
ve eski dogal sayılarla “yeni” dogal sayılar uygun anlamda 
es-yapılı modeller olarak görülebilir. Simdi isin hos tarafı 
şurası ki, {(1, 1), (2, 2), 8, 3),...} denklik sınıfını başka 
herhangi bir sınıfla toplarsan, o sınıf değişmiyor, yani {(1, 
1), 2, 2), (3,3),...) denklik sınıfı yeni toplamaya göre 
etkisiz oluyor; böylece bir tür “sıfır” yaratmış oluyoruz. 
Daha güzeli, örneğin, ((3, 1), 4, 2), (5, 3),...} sınıfını, 
(1,3), 2,9), G, 5),...} sınıfı ile toplarsak, (4, 4) ikilisi- 
nin denklik sınıfını, yani yeni sıfırı buluyoruz! (İstersen 
yeni sıfır demeyeyim, sıfırı buluyoruz, bu yaklaşımda es- 
kiden sıfır yoktu zaten.) Bu da demek oluyor ki, 2 sayı- 
sına, yeni kıyafeti içinde öyle bir arkadaş buluyoruz ki, 
bunları toplayınca sıfır çıkıyor; yani -2 diyebileceğimiz 
bir şey yaratmış oluyoruz. İşte bu minval üzere Dedekind 
doğal sayılardan hareketle tam sayıları tanımlıyordu. Tam 
sayılardan rasyonel sayılara da aynı taktiği uygulayarak 
geçiyordu: m, n, m' ve n' (biraz önce inşa ettiğimiz anlam- 
da) tam sayılar (ve n,n' sıfırdan farklı) olmak üzere, mo 


j 
ve "i kesirlerini m-n' = n-m' olması durumunda (ve yal- 


nız bu durumda) aynı rasyonel sayılar olarak düşündüğü- 
müz için, Dedekind, (ikinci bileşeni sıfırdan farklı olan) 
(m,n) tam sayı ikilileri arasında biraz önceki eşitlikle veri- 
len bir “denklik bağıntısı” yardımıyla, bir rasyonel sayıyı 
böyle tam sayı ikililerinin bir denklik sınıfı, yani uygun 
bir tam sayı ikilileri kümesi olarak tanımlıyor, bunlarla 


194 50 SORUDA MATEMATİK 


ilgili işlemleri de bu dilde tanımlayıp, bütün beklenen ya- 
pısal özellikleri gösteriyordu. 

Ben Dedekind’in yerinde olsam böyle yapmazdım. 
Madem ki âlemlere örnek olsun diye doğal sayıları bir 
özellikler sistemi yardımıyla, bir sıska model olarak, bir 
aksiyomatik sistem olarak tarif ettin ve onun bir dolgun 
modelinin nasıl inşa edilebileceğine işaret ettin ve eş- 
yapılılık nedeniyle özel bir dolgun modelin önemli olma- 
dığını, doğal sayıların esas itibariyle verdiğin aksiyomatik 
yapıda mündemiç olduğunu gösterdin, neden aynı şeyi 
tam sayılar ve rasyonel sayılar için de yapmıyorsun! Tam 
sayılar öyle bir sistemdir ki, şöyle şöyle işlemleri, şöyle 
özel elemanları, bu işlemlerin ve elemanların şöyle şöyle 
özellikleri vardır... Benzer şekilde, rasyonel sayılar öyle 
bir sistemdir ki... 

Ama büyük usta böyle yaptıysa belki bir hikmeti var- 
dır, bilimde hikmet olmaz deme, hikmet dediğin bilgelik 
değil midir zaten, belki bir düşündüğü vardır yani, sıska 
model verse onun dolgun modeli de gerekmeyecek miydi 
hem, ben de Dedekind'in yerinde değilim neticede, ama 
bir müsait zamanda biraz önce söylediğimi bir toparlasam 
fena da olmaz, güzel bir alıştırma olur en azından, sonuç- 
ta bilinmeyen şey de değil aslında, Çekirge bunu sana bı- 
rakayım en iyisi, enine boyuna bir düşün... 
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Matematiğin Kök Hücresi 


1913'e gelindiğinde, hatta daha önce, 19. yüzyıl devri- 
lirken, artık gerçel sayılar için oturmuş bir aksiyomatik 
sistem ortaya çıkmıştı ve bu sistemin herhangi iki modeli 
eşyapılıydı. (Bizim terminoloji ile söyleyecek olursak, ger- 
çel sayılar sıkı, hatta sımsıkı bir sıska modeldi.) Artık ger- 
çel sayılar için hangi somut modeli alsan olurdu. Modeli 
bir kere kurup, sonra unutabilirdin. Doğal sayılar, tam 
sayılar ve rasyonel sayılar doğal bir şekilde bu sistemin 
içinde yatıyorlardı ve her somut modelin kendi somut 
doğal sayıları, tam sayıları, rasyonel sayıları vardı. Dede- 
kind, Lachmann'a mektubunda kümelerden başlayarak 
bu gerçel sayılar sistemi için somut bir model oluşturma 
zincirinin (zaten 50 sene kadar önce düşünmüş olduğu- 
nu tahmin ettiğim) iki eksik halkasını detaylandırıyordu. 
Kümelerden doğal sayılara nasıl geçileceğini 1888'de an- 
latmıştı. Rasyonel sayılardan gerçel sayılara nasıl geçile- 
ceğini 1872'de anlatmıştı. Eksik kalan, ama kolay olan, 
doğal sayılardan tam sayılara ve tam sayılardan rasyonel 
sayılara (ya da doğal sayılardan pozitif rasyonel sayılara 
ve pozitif rasyonel sayılardan rasyonel sayılara) nasıl ge- 
çileceği idi. İşte Lachmann'a mektubunda da bunu anlatı- 
yordu. Gerçel sayılara adanmış bir hayat. 

Gerçel sayılar matematiğin kök hücresidir bana göre. 
Başkalaşımlar göstererek çok çeşitli yapıları ortaya çıkar- 
ma potansiyeline sahip bir tür arketip. Diğer yandan, doğ- 
rudan doğruya kendisi kullanılarak başka yapılar için mo- 
deller oluşturmakta kullanılan temel bir malzeme. Gerçel 
sayılar için bir aksiyomatik sistem oluşturduk ve bu ak- 
siyomatik sistem için nasıl bir model inşa edilebileceğini 
gördük (ya da bizim jargonla söylersek, bir sıska model 
oluşturduk ve bunun için nasıl bir dolgun model inşa 
edilebileceğini gördük). Bu aksiyomatik sistemin herhan- 
gi iki modeli eş-yapılı idi, hatta iki model arasında tek 
bir eş-yapı dönüşümü vardı (Gene bizim dilde söylersek, 
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sıska model sıkı idi, hatta sımsıkı idi). Böylece aksiyoma- 
tik yaklaşımı, gerçel sayıları tanımlamak için kullanmış 
olduk. Ama aksiyomatik yöntemin asıl gücü, bazı özel 
sistemleri örtük olarak tanımlayan (karakterize eden) 
düzenekler sunmaktan ziyade, pek çok sistem için aynı 
anda geçerli olacak dedüksiyon düzenekleri sunmaktır. 
Bir özellikler sistemi verildiğinde, bu sistemin eş-yapılı 
olmayan modelleri olabilir ve bu bir zayıflık olarak gö- 
rülebilir. Özellikler sistemi, kendi modelini belirlemekte 
yetersiz kalıyor! Ama bazen, zayıflık güce dönüşebilir. 
Öklid, idealize ettiği birtakım nesneler arasındaki bazı 
özellikleri öne çıkarıp, diğer özellikleri bunlardan elde 
ederken, zihnindeki belli bir geometrik sistem için bir tür 
ispat ekonomisi uyguluyordu aslında. Bu yöntemin, bir- 
birine hiç benzemeyen geometrik (ya da başka cinsten) 
sistemler için, bir taşla birçok kuş vurmak gibi, aynı anda 
geçerli olacak sonuçlar elde etmeye yarayacağını aklından 
gecirmemisti. 
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Gevsek Sıska Modeller 


Bir sıska modelin es-yapılı olmayan dolgun modelle- 
ri varsa, o sıska modele gevsek bir sıska model diyelim. 
Resmi terminolojide, modelleri es-yapılı olan aksiyoma- 
tik sistemlerle, modelleri es-yapılı olmayan aksiyomatik 
sistemler arasında nedense vurgulu bir ayrım yapılmıyor. 
Birinci tür sistemler tanım amaçlı kullanılırken, ikinci tür 
sistemler matematiğin asıl çalışma alanını oluşturuyor. 
Matematik bir bakıma gevşek sıska modeller bilimidir. 
Zaten Orhan Bey matematiğin esas konusunun “strüktür- 
ler” olduğunu söylerdi. 

Çekirge: Sana vaktiyle matematik nedir diye sormuş- 
tum da bana yanıt vermemiştin. Şimdi vakti geldi herhal- 
de! 

Çerçi: Evet, öyle oldu... Cahit Arf da dahil olmak üze- 
re birçok matematikçi, matematiği böyle görüyor. Gençli- 
Simde bir gün Cahit Bey'i Bebek'teki evinde ziyaret etme 
bahtına erişmiştim. O benzersiz gülüşüyle ve piposundan 
ara ara çekerek, bozulan radyosunu, tornavida bulama- 
dığı için, bir baltayla nasıl tamir ettiğini anlatmıştı. Böyle 
insanlar, bir alanın aletleriyle başka bir alanda harikalar 
yaratma konusunda çok mahirdirler zaten. Büyük sentez- 
ler böyle olur. Cahit Bey o gün bana “Matematik, aksiyo- 
matik yapılarla uğraşır.” demişti. 

Ben fakir, buna büyük ölçüde katılmakla birlikte, bu- 
nun yanlış anlaşılabileceği kaygısından kaynaklanan hafif 
bir çekince duyuyorum. Bu tanımlamanın, matematiğin 
tabiatla olan derin bağlarını gölgelemesinden ve onun 
kâğıt üzerinde (ya da zihinde) oynanan bir işaretler oyu- 
nu gibi algılanmasına yol açmasından kaygılanıyorum. 
Ama derin köklerimizin bilincinde olduktan, matemati- 
ğin öncelikle evreni modellemeye ve anlamaya yönelik bir 
enstrüman olduğunun farkında olduktan sonra, potansi- 
yel evrenleri de anlamak için fantezi atölyemizde model- 
ler üretmekten daha keyifli bir şey olmaz tabii. Zaten hiç- 
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bir aklı başında matematikçi de uluorta, ben şöyle şöyle 
birkaç aksiyom yazayım, bakalım bunlardan neler çıkıyor 
demiyor. Aksiyomatik sistemlerin de bir evrimi var ve ev- 
rim her zaman serttir. 

Şimdi bir örnek olması açısından, gerçel sayıların ce- 
birsel yapısına bir bakalım istersen. 

Soru 37: Cebirsel yapı da ne demek? 

Cevap 37: Matematikte karşılaştığımız ana yapı türle- 
rinin başlıcaları, sıralama yapıları, cebirsel yapılar ve ya- 
kınlık yapılarıdır. 

Sıralama yapılarında bir kümenin elemanları arasın- 
daki karşılaştırma ilişkileri söz konusudur. Bu ilişkilerin 
sağlamasını istediğimiz özellikleri vazederek, yani aksi- 
yomlar olarak ortaya koyarak, çeşitli sıralama modelleri 
ya da sıralama ilişkisine dair sıska modeller (aksiyomatik 
sistemler) tanımlayabiliriz (kısmi sıralama, tam-sıralama, 
iyi-sıralama vs. gibi); sonra da bunların somut dolgun 
modellerini araştırabiliriz. 

Cebirsel yapılarda bir kümenin elemanlarıyla bir şeyler 
yapılması (ya da bu elemanların bir şeyler yapması) söz 
konusudur. Yani cebir daha eylemsel bir ilişkiler alanıdır. 
Belli sayıda ve sırada elemanlar (“aktörler”) bir araya ge- 
lip, gene belli sayıda ve sırada başka elemanlar belirlerler 
(seçerler, tayin ederler). Örneğin bir kümenin herhangi 
iki elemanı (bir sıra dahilinde) bir araya gelip, üçüncü bir 
elemanı belirlerler (Bu üçüncü eleman bu aktörlerden biri 
de olabilir). Aktörlerin kendileri ya da belirledikleri ele- 
manlar farklı kümelerden de seçilebilir. Böyle bir eyleme 
matematikte genellikle bir işlem denir. Böyle bir işlemde 
özel roller oynayan ayrıcalıklı elemanlar olabilir. Aktörle- 
rin, sözgelimi sırası değiştiğinde, bunların belirlediği ele- 
manların nasıl değişeceği gibi özellikler söz konusu edi- 
lebilir. Böyle özelliklerden bazıları seçilip aksiyom olarak 
deklare edilebilir. O zaman cebirsel bir yapı, cebirsel bir 
aksiyomatik sistem tanımlanmış olur. Sonra onun model- 
leri incelenir. 

Yakınlık yapıları daha ziyade durağan, “coğrafi” iliş- 
kilerle ilgilidir. İki eleman bir eylemde bulunmazlar, biri 
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önce öteki sonra değildir, ama aralarında mesela şu kadar 
mesafe vardır. Ya da elemanların “muhitleri” tanımlanır. 
Yakın çevre, daha uzak çevre... Bu tür konum ilişkilerinin 
bazı özellikleri sağlaması istenebilir. Örneğin bir şehirden 
diğerine doğrudan gidildiğinde ölçülen mesafe, bir üçün- 
cü şehre uğranarak gidildiğinde ortaya çıkan mesafeden 
azdır (ya da daha fazla değildir). Böyle bazı özelliklerle 
bir aksiyomatik yapı tanımlanabilir ve bunun modelleri 
incelenebilir. 

Bir küme üzerinde bu yapı tiplerinden birkaçı birlikte 
de bulunabilir. O zaman bu yapılar arasında belli uyum- 
luluk koşullarının aranması anlamlı olacaktır, yoksa bu 
yapılar birbirlerinden habersiz olarak aynı kümeyi kul- 
lanmakta olurlar ki, onların birlikteliğinden söz etmenin 
anlamı kalmaz. 

Şimdi gerçel sayılara dönersek, hatırlıycaksın, onla- 
rı toplayabiliyor ve çarpabiliyorduk. Yani a ve b gibi iki 
gerçel sayı ele alındığında, bunlar a + b ve a-b ile göster- 
diğimiz başka iki gerçel sayı belirliyorlardı. Şimdi diğer 
hususları unutalım ve gerçel sayıların aksiyomları içinde 
yalnızca bu toplama ve çarpma ile ilgili olanları bir kenara 
ayıralım: 

e (a+b)+c=a+(b+c) 
e a+b=b+a 

e (ab)-c= a-(b.c) 

e ab=ba 

e a(b+c)= (ab) + (a-c) 
e a+0=0+a4=a 

e al=la=a (lo) 
e a+ (-a)=(-a)+a=0 

e aa*-a*a-l (4#0) 

Bunlar biraz karışık oldu, istersen şöyle düzenleyelim 
(© ve İ yerine de alışık olduğumuz gibi 0 ve 1 yazalım): 

Birinci grup: 

e (a+b)+c=a+(b+c) 
e a+b=b+a 

e a+0=0+a=a 

e a+(la)=(a)+a=0 
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İkinci grup: 
e (a-b):-c=a-(b-c) 
e ab=b-a 


e al= la-a (1#0) 
e aa*"=ara=1 (a#0) 

Üçüncü grup: 

e alb+c)=(ab) + (ac) 

Birinci gruba sadece toplamayla ilgili olanları, ikinci 
gruba sadece carpmayla ilgili olanları, ücüncü gruba da 
toplama ve carpmanın uyumluluk iliskisini koyduk. 

Simdi gercel sayıları unutup, sadece bu üc grup özellik- 
ten olusan özellikler sistemine yeni bir sıska model, yeni 
bir aksiyomatik sistem gözüyle bakabiliriz. 

Bu sıska modelin dolgun bir modelinden (ya da bu ak- 
siyomatik sistemin bir modelinden), buradaki sembolle- 
rin somut bir anlam kazandığı ve verilen özelliklerin bu 
anlamlar tahtında doğru olduğu somut bir sistemi anlı- 
yoruz. Biraz daha açık olarak ifade etmek gerekirse, A bir 
küme olsun, bu küme üzerinde + ve: ile gösterdiğimiz iki 
tane ikili işlem tanımlanmış olsun, bu kümenin O ve 1 ile 
gösterdiğimiz iki özel elemanı mevcut olsun, bu kümenin 
her a elemanına karşılık -a ile gösterdiğimiz bir elemanı 
ve her 4#0 elemanına karşılık a* ile gösterdiğimiz bir 
elemanı mevcut olsun, öyle ki biraz önce sıraladığımız üç 
grup özellik doğru olsun; bu takdirde A kümesini, üzerin- 
deki + ve * işlemleri (ve 0 ve 1 elemanları, hatta -a ve a* 
karşılık getirmeleri) ile birlikte, bu aksiyomatik sistemin 
bir modeli olarak görüyoruz. 

Aslında senin daha önce gerçel sayıları konuşurken de 
fark ettiğin gibi, bu sıska modelin eş-yapılı olmayan dol- 
gun modelleri vardır. Örneğin hem gerçel sayılar hem de 
rasyonel sayılar birer dolgun modeldir. Bunların eş-yapılı 
olmadığını görmek senin için bir çerez olur herhalde. 
Ama bu aksiyomatik sistemin hiç akla hayale gelmeyecek 
modelleri de var. Şimdi sana küçük bir örnek vereyim: 

A kümesi tek ve çift sözcüklerinden oluşsun: 

A = {tek, çift). 

Toplamayı şöyle tanımlayalım: 
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tek + tek = çift, 
tek + çift = tek, 
çift + tek = tek, 
çift + çift = çift. 
Çarpmayı da şöyle tanımlayalım: 
tek-tek = tek, 
tek:cift = çift, 
cift-tek = çift, 
cift-cift = çift. 

Ayrıca, 0 = çift, 1 = tek, -tek = tek, -çift = çift, tek” = tek 
diyecek olursak, bütün aksiyomlar saglanır ve yeni bir 
model bulmus oluruz. Iki elemanlı (dolayısıyla apacık bir 
sekilde hem gercel sayılarla hem de rasyonel sayılarla es- 
yapılı olmayan) bir model. 

Demek ki, tanımımıza göre, üc grup özellikten olu- 
san bu sıska model, gevsek bir sıska modelmis. Ama bu 
özelliklerden hareketle kanıtlayacağın her sonuç, bu aksi- 
yomatik sistemin bütün modelleri için doğru olacak. Ör- 
neğin, böyle bir sistemde daima (-1)-(-1) = 1 olduğunu 
gösterebilirsin. 

Çekirge: Bir deneyeyim. -1 elemanının tanımına göre 
(1) + 1-0 yazabiliriz. O halde, 

(-1)-[(-1) + 1] = (-1)-0 olur. 

Şimdi, üçüncü grup dediğin o özelliği, yani dağılma 
özelliğini kullanayım: 

(-1)-[6-1) + 1] = (-1)-(6-1) + (-1)-1 
Demek ki, (-1)-(-1) + (-1)-1= (-1)-0 

Bana sağ taraf sıfır olacak gibi geliyor. İstersen onu ka- 
bul edip bir devam edeyim. 1 elemanı çarpımda etkisiz 
olduğundan, (-1)-1 yerine de -1 yazabilirim: 

(D-1) + (-1)=0 

Şimdi iki tarafa 1 ekleyeyim: 

[-D--D+C-D]+1=0+1 

Sıfır toplama göre etkisiz olduğundan, sağ taraf 1 olu- 
yor. Sol tarafa da, birinci gruptaki özelliklerin ilkini, yani 
toplamanın birleşme özelliğini uygularsam: 

(-1)--1) + [-) +1] =1, 
-D--D+0=1, 
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(-1)-(-1) = 1. Yaşadık! 

Çerçi: Güzel gidiyor. Ama bir eksiğin vardı. 

Çekirge: Evet, (-1)-0-0 olduğunu da gösterebilirsem 
iş tamam. Sıfırla toplamak gerekir, sıfırın işi bu. Burda sı- 
fırla çarpıldığı için bana biraz ters geldi. 

Çerçi: Sıfırın böyle beklenmedik bir huyu vardır. Top- 
landığını etkilemez, ama çarptığını sıfırlar. 

Çekirge: Yani sistemin her a elemanı için 4-0 = O ola- 
cak. Bi düşüneyim. 

Benim bildiğim, O+a=a. Ben bunun iki tarafını a ile çar- 
pıyorum, en azından bir 4-0 elemanı yakalamış olurum, 
gerisine bakarız: 

a(0 + a) = aa, 
ve dağılma özelliğine göre, 
a0 + aa=aa 

yazabilirim. Galiba olacak, şimdi en iyisi a-a elemanı- 
na b diyeyim ve bu eşitliğin her iki tarafına -b elemanını 
ekleyeyim: 

(a-0 + b) + (-b) = b (b) 

Şimdi anlaşıldı. Sol tarafta toplamanın birleşme özelli- 
ğini, sağ tarafta da toplamaya göre ters eleman özelliğini 
(birinci grup özelliklerin sonuncusunu) kullanırsam: 

a-0 + [b + (-b)] = 0, 

gene toplamaya göre ters eleman özelliğiyle, 

a0+0=0 

yazabilirim. Şimdi sıfırın toplamaya göre etkisizliği 
bana istediğimi verir: a-0 = 0. Evet doğruymuş! Belki biraz 
dolambaçlı oldu ama, 

Çerçi: Olsun. Önemli olan, her adımda sadece verilen 
özellikleri kullanarak sonuçta istediğin yere gelmek. Bir 
daha yaparsan belki daha kısa bir yol da bulursun. Zaten 
özelliklerin hepsini kullanmadığına da dikkat etmişsin- 
dir. a0 = O olduğunu, ya da (-1).(-1 )= 1 olduğunu, 
verilen özelliklerden en az kaç tanesini kullanarak ispat- 
layabilirsin? Sana burada güzel oyunlar var. İstersen sa- 
dece o özellikler yardımıyla yeni bir aksiyomatik sistem 
tanımlayabilirsin, ona bir isim verebilirsin ve o sistemde 
bir teorem olarak (-1)-(-1) = 1 olduğunu ispatlayabilirsin. 
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Artık bu özellik o sıska modelin bütün dolgun modelle- 
rinde doğru olur. Aksiyomatik yöntem böyle bir şey ve 
gücü de buradan geliyor. Neyse, şimdi bunu bırakalım da, 
sistemimize geri dönelim. 
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Cekirge’nin Yüzüğü 


Çekirge: Bi dakka, bu is benim hoşuma gitti. (-1)-(-1)=1 
oldugunu kanıtlarken ben sanıyorum daha cok birinci 
grup özelliklerle, dagılma özelligini kullandım. Ama tabii 
1 sayısının kendisi ikinci grupta geciyor ve onun carpıma 
göre etkisiz olduğunu da kullandım. Onun için ben 1'i bı- 
rakıp, aslında daha genel olarak, (-a)-(-b) = a-b olduğunu 
kanıtlayayım. Bu bana hep bi tuhaf gelirdi zaten. Bu doğru 
olunca, sistemin 1 diye, çarpıma göre etkisiz bir elemanı 
varsa, a = b = 1 alınca biraz önce gösterdiğim özellik de 
haydi haydi doğru olacaktır. 

O zaman baştan başlıyorum. Bir A kümesi üzerinde top- 
lama (+) ve çarpma (-) dediğimiz iki işlem tanımlanmış 
olsun, A kümesinde 0 ile gösterdiğimiz özel bir eleman 
var olsun, her a elemanına karşılık -a ile gösterdiğimiz bir 
eleman var olsun ve aşağıdaki özellikler sağlansın: 


e (a+b)+c=a+(b+c) (Birleşme) 

e a+b=b+a (Degisme) 

e a+0=0+a=a (Etkisiz eleman) 
e a+(-a)=(-a)+a=0 (Ters eleman) 


Bir de dağılma özelliğini alıyorum: 
e a(b+c)= (ab) + (ac) 


Şimdi herhangi iki a ve b elemanı için (-a)-(-b) = a-b 
olduğunu göstermeye çalışayım. 

Gb) +b =0 olduğunu biliyorum. Bunu (<a) ile carpayım: 
(-a)-[(-b) + b] = (-a)-0 

Şimdi önce (-4)-0 = 0 olduğunu göstereyim... Bu defa 
aklıma şöyle bir şey geldi: O + O = O eşitliğini soldan -a ile 
çarpayım ve dağılmayı kullanayım: 

(-a)-(0 + 0) = (-a)-0 
(-a)-0 + (-a)-0 = (-a)-0 

(-a)-0 elemanına c diyeyim: Bu durumda c + c = c olur. Bu 
eşitliğin iki tarafına -c ekleyeyim: (c +c) + (-c)=c+ (-c)=0 
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olur. Sol tarafa birlesmeyi uygularsam, 
(c+c)+(-c)=c+ [c+ (-o)]=c+0=c 
olacağından, buradan c = 0, yani (-4)-0 = 0 olur. 

Şimdi kaldığım yere geri dönebilirim, demek ki 
(-a) (Gb) + b] = O oluyor. 

Sol tarafa dağılmayı uygulayayım: 

(-a)-(-b) + (-a)-b = 0 
Şimdi de iki tarafa a-b elemanını ekleyeyim: 
[Ca)-(-b) + (-a)-b] + a-b = 0 + a-b = a-b 
Az kaldı Çerçi, sabret, şimdi birleşmeyi uyguluyorum: 
(-a)-(-b) + [(-a)-b + a-b] = a-b 

Çok yaklaştım, ama bak sen su işe! Köşeli parantez içine 
dağılma özelliğini uygulayamıyorum. Ne kadar ilginç! Eğer 
bir de şöyle bir dağılma özelliği olsaydı, işim kolay olacaktı: 

(d+e)f=df+ef 

Tabii sen daha önce çarpmayı değişmeli aldığın için, bu 
kendiliğinden doğru oluyordu ve lafını bile etmemiştin. 
Ama ben çarpmayla ilgili doğrudan bir şey varsaymak is- 
temiyorum. Ama bu yeni dağılma özelliğine de ihtiyacım 
var. Ne yapayım bilemiyorum. 

Çerçi: Bu özelliği varsay o zaman! Yapıyı yaratan sen- 
sin. 

Çekirge: Peki. O zaman şöyle devam edebilirim: 

Son eşitlikte köşeli parantez içindeki elemanın sıfır ol- 
duğunu görsem işim bitecek. Şimdi ona yakından baka- 
yım. İkinci dağılma özelliğimize göre, 

(-a)-b + a-b = [(-a) + al-b = 0-b oluyor. 

Demek ki tek yapmam gereken, O-b = O olduğunu gös- 
termek... İnanılır gibi değil: Gene ikinci dağılma özelliği 
işe yarıyor: 040-0 eşitliğini sağdan b ile carpayım: 

(0 + 0)-b = 0-b 
0-b + 0-b = 0-b 

Bu 0-b elemanı her ne ise, gene onun toplamaya göre 

tersini ekleyim: 
(0-b + 0-b) + (-(0-b)) = 0-b + (-(0-b)) = 0 
0-b + [0-b + (-(0-b))] = 0 
0.b+0=0 
0.b=0 
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Çerçi: Bravo Çekirge! Çok güzel bir aksiyomatik sis- 
tem yaratmış oldun. İstersen aksiyomlarını tekrar bir ara- 
da yazalım. 


e (a+b)+c=a+(b+c) (Birleşme) 

e a+b=b+a (Degisme) 

e a+0=0+a=a (Etkisiz eleman) 
e a+(-a)=(-a+a=0 (Ters eleman) 


e a(b+c)=(ab)+ (ac) (Soldan dağılma) 
e (b+c)a=b-a+ ca (Sağdan dağılma) 


Bir kümen var, onun üzerinde bir toplaman ve bir çarp- 
man var, toplamada özel bir rol oynayan sıfırın var ve her 
elemanın toplamaya göre tersi var, yani bir eleman tersi 
ile toplandığında sıfır oluyor. Aksiyomların sağlanıyorsa, 
iki elemanın terslerinin çarpımı, bu elemanların kendile- 
rinin çarpımına eşit oluyor. Böylece “eksi ile eksinin çar- 
pımının artı olduğu” bir çerçeve yaratmış oldun. Esaslı 
bir sıska model. Yani bu aksiyomatik sistem önemli bir 
iş başarmış oldu. Dede Korkut hikâyelerinde olduğu gibi, 
bu yapıya bir ad vermek gerekir. Aslında bu işi başaran 
sen olduğun için sana bir ad vermek gerekirdi de, ama 
sen locusta sayısını keşfettiğinde adını almıştın. Şimdi bu 
aksiyomatik sisteme sen bir ad ver bakalım. 

Çekirge: Bu benim ilk yapım oldu. Onu yüzük gibi par- 
mağımda taşıyayım. Onun adı yüzük olsun. 

Çerçi: Bu gidişle yüzüklerin efendisi olacaksın. Senin 
sistemin benimkinden, yani üç grup (ve toplam dokuz) 
özellikle verilen sıska modelden daha gevşek, yani daha 
kapsamlı oldu. Sıska modeller gevşedikçe, onlar için dol- 
gun model bulmak kolaylaşır. Örneğin gerçel sayılar hem 
benim sistemim, hem de senin sistemin için bir dolgun 
model olarak alınabilir. Ama örneğin tam sayılar, bildiği- 
miz toplama ve çarpmayla, benim sistemim için bir model 
olmaz (çünkü mesela 2'nin çarpımsal tersi yoktur, yani be- 
nim sistemimde ikinci grup özelliklerin sonuncusu sağlan- 
maz), ama senin sistemin için pekâlâ bir model olurlar. 
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Yabancı Bir Cisim 


Üç grup özellikle (toplam dokuz özellikle) verilen be- 
nim sıska modele bir cisim diyorlar. Daha doğrusu, onun 
dolgun bir modeline bir cisim diyorlar. Daha da doğrusu, 
kimse bizim uydurduğumuz sıska model ve dolgun mo- 
del laflarını kullanmadığı için, şuna bir cisim diyorlar: 

A bir küme olsun, bu küme üzerinde + ve - ile gösterdi- 
ğimiz iki tane ikili işlem tanımlanmış olsun, bu kümenin 
0 ve 1 ile gösterdiğimiz iki özel elemanı mevcut olsun, bu 
kümenin her a elemanına karşılık -a ile gösterdiğimiz bir 
elemanı ve her 4#0 elemanına karşılık a’ ile gösterdiğimiz 
bir elemanı mevcut olsun, öyle ki daha önce bahsi geçen 
üç grup özellik doğru olsun; bu takdirde A kümesine, 
üzerindeki + ve - işlemleri ile birlikte, bir cisim diyorlar; 
yani (A, +, -) üçlüsüne bir cisim diyorlar. 

(A, +, -) üçlüsü bir cisim. Koşulları sağlıyorsa, başka bir 
(B, ©, ©) üçlüsü de bir cisim. Peki cisim ne? Bunu bir A 
kümesinden söz etmeden tanımlayamaz mıyız? 

Bu biraz “Üç elmayı anladım (ya da diyelim, üç eleman- 
lıyı anladım), ama üç nedir?” sorusuna benziyor. Ama on- 
dan daha zor. Üç için bir von Neumann kedisi yakalayıp, 
işte bu demiştik. Ya da Dedekind'in sıska sistemini alıp, 
oradaki falanca eleman demiştik. Ama burda von Neu- 
mann kedisi yok. Çünkü birbirleri ile eş-yapılı olmayan 
cisimler var. Birini yakalayınca, öteki hakkında fazla bir 
şey söylemiyor. Ya da bütün cisimlerin (ya da hiç olmaz- 
sa onların eş-yapı tiplerinin) oluşturduğu sistemin, doğal 
sayılar gibi ele gelir ve bir özellikler sistemiyle karakterize 
edilebilir bir tarafı görünmüyor. 

Şimdiye kadar sıska model ya da aksiyomatik sistem 
kavramını ister istemez sezgisel bir düzeyde tanımlayıp 
kullanmak durumunda olduk. Bu aslında Dedekind'in 
sıska sistemini konuşurken de böyleydi, gerçel sayıları 
konuşurken de, şimdi cisimleri konuşurken de. İşte cisim 
dediğin öyle bir A kümesidir ki, onun üzerinde öyle iki iş- 
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lem tanımlanmıştır ki, şöyle şöyle özellikler geçerli olur... 
Bu tanımda A kümesi ve onun üzerindeki iki işlem henüz 
somutlaştırılmamış olduğundan ve vurgu, şart koşulan 
özelliklere kaydırıldığından, matematikçiler bir gözlerini 
kapayarak, bunu, “cisim” demek istedikleri kavramın ta- 
nımıymış gibi düşünüyorlar: (A, +, -) üçlüsü bir cisimdir, 
eğer şu şu özellikler sağlanıyorsa... Vurgu özelliklerde. 
Aslında cismi bir özellikler sistemi olarak tanımlamak la- 
zım. Bir sıska model olarak. (A, +, -) üçlüsü de onun dol- 
gun bir modeli olmalı. Cisim bir aksiyomatik sistem, (A, 
+, :) bir model. Ama bunu yapmak zor. Sonunda mantık- 
çılara teslim olacağız herhalde. Bana öyle geliyor ki, bunu 
yapmak için biçilmiş bir kaftan olan, ama insanlara hâlâ 
bir sağır-dilsiz alfabesi gibi gelen biçimsel sistemler yakın 
gelecekte kümelerin de önüne geçip, hatta bir de ilköğre- 
time sızma teşebbüsünde bulunabilir! 

Soru 38: Bu senin dediğin, somut elmalardan soyut 
elma kavramına geçiş problemi değil mi? 

Cevap 38: Tabii, tabii, somut cisimlerden, soyut cisim 
kavramına geçiş. Ama elimizdeki somut bir cisim dediği- 
miz şey, ne de olsa biraz yabancı bir cisim. Pek elmaya da 
benzemiyor. 

Buna zaten neden cisim dediler bilemiyorum. Ama 
kime şikâyet edeyim? Bu adı koyan da gene Dedekind! 
1871'de, hafif serbestçe söyleyecek olursam, 


“Gerçel veya kompleks sayılardan oluşan sonsuz bir 
sistem (yani küme) içinde, toplama, çıkarma, çarp- 
ma ve bölme işlemleri kısıtsız bir şekilde yapılabili- 
yorsa (yani bu işlemlerin sonucu olarak çıkan sayı- 
lar gene verilen sistem içinde kalıyorsa), bu sisteme 
bir cisim (Körper) diyelim.” 


diyordu. Örneğin a ve b rasyonel sayılar olmak üze- 
re,asxby? şeklindeki gerçel sayıları düşün. Bu tipten iki 
sayıyı toplarsan, çıkarırsan, çarparsan ve bölersen (tabii 
sıfırla bölmiyceksin), gene bu tipten bir sayı bulursun. Sı- 
fırla bölme yasak diye bizim sürekli uyarıp durduğumuza 
bakma, Dedekind bölme deyince tabii ki sıfırdan farklı bir 
sayıyla bölmeyi anlıyordu. 
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Çekirge: Toplama tamam, çıkarma tamam, çarpma da 
tamam, bölmeye gelince..., o da tamam, ne kadar güzel- 
miş, ama y 2'nin rasyonel olmaması nasıl da işe yarıyor. 
Bana ortak ölçülü olmayan sayıları anlatacaktın. 

Çerçi: Ne kadar hızlısın! 

Çekirge: Bunlar bir şey değil, biz ne işlemler yapıyoruz, 
görsen şaşarsın. 

Çerçi: Peki, peki. Ortak ölçülü olmayan sayıları şimdi 
bırak, Dedekind'e dönelim. 

Dedekind'in tanımını 1895'de sayı sistemlerinin dışına 
taşıyan H. Weber ve 1910'da cisim kavramını tam olarak 
bugünkü netlikte ifade edip, cisimlerin temel teorisini ku- 
ran Steinitz de aynı terimi benimsiyorlar. Körper sözcüğü 
aslında bizim cisimden daha geniş bir anlam dairesine sa- 
hip. Örneğin, gövde, bağlantılı bir parçalar bütünü, grup, 
cemiyet gibi anlamlar taşıyabiliyor. (Örneğin, “Bir oku- 
lun hocalarından oluşan Körper” diyebilirsin (Lehrkör- 
per, hoca kadrosu), ama “Bir okulun hocalarından oluşan 
cisim” desek bize tuhaf tuhaf bakarlar herhalde.| Onun 
Latincesi olan Corpus için sözlüğe baktım, genel iskelet an- 
lamına da gelebiliyor. Yani az daha gayret etsek, sıska mo- 
dele ulaşacağız. Bu önemli terim İngilizceye de field (tarla, 
alan) olarak geçip yerleşti. Onlar da tam tutturamamış 
yani. Aslında Dedekind'in ağırlığı olmasaydı, bu terim 
Abel'den ve Galois'dan mülhem olarak ve Kronecker'i de 
arkasına alarak Rationalitätsbereich (rasyonellik bölgesi, 
alanı) olarak yerleşecekti herhalde. O zaman biz de böyle 
derdik zahir. Her neyse, bu sıska model için şu cisim lafı- 
nı uzun süre benimseyememiştim de. Zamanla alışıyor in- 
san tabii. Bu terim meselesi yürekler acısı, yabancı dilden 
aktarılmış yüzlerce terim hem içine sinmiyor, hem de bir 
çare bulamıyorsun. 

Çekirge: Dedekind'in cisim tanımında sistemin sonsuz 
olma koşulu var, ama senin verdiğin bir örnekte sadece 
iki eleman vardı. 

Çerçi: Ne kadar dikkatlisin Çekirge! Evet, ama Dede- 
kind gerçel veya kompleks sayılardan oluşan sistemleri 
göz önüne alıyordu. (Bu gerçel kelimesi de hoşuma gitmi- 
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Körper. — Bisher haben wir die beiden Kompositionsgesetze keiner 
weiteren Bedingung als der der Eindeutigkeit unterworfen. Führen wir 
weitere Bedingungen ein, so gelangen wir zu besonderen Arten von 
Systemen mit doppelter Komposition. Unter diesen sind von besonderer 
Wichtigkeit die Rationalitätsbereiche (Kronecker) oder Körper (Dedekind), ` 
Systeme, welche die nachstehenden 7 Bedingungen erfüllen: 


1. Das assoziative Gesetz der Addition: 
(a+b)+c=a+(b-+ec), 
2. das kommutative Gesetz der Addition: 
a+b=b+a, 
3. das assoziative Gesetz der Multiplikation: 


(a.b)seas(bse), 
4. das kommutative Gesetz der Multiplikation: 


a.b=b.a, 


5. das distributive Gesetz: 
a(b+c)=ab+ae, 


6. das Gesetz der unbeschränkten und eindeutigen Subtraktion: 

Sind a,b Elemente des Systems, so gibt es in demselben ein und nur ein 
Element x, für welches a+z=b wird. — Dieses Element sei mit b—a be- 
zeichnet und die Differenz von a und b genannt, so daß allgemein 
a+(b—a)=b wird. 

Bevor wir die siebente und letzte Bedingung aufstellen, ziehen wir 
aus den vorangehenden einige einfache Folgerungen. Es seien a, b irgend 
zwei Elemente unseres Systems, Setzen wir a—a=z, b—b-y, so be- 
stehen zufolge 6. die Gleichungen: a+r=a, b=b+y, und wenn wir 
diese addieren, so ergibt sich nach Anwendung von 1. und 2.: (a+b)+x 
=(a+b)+y und hieraus nach 6. z—y oder a—a=b—b. Es gibt also 
ein ausgezeichnetes Element — wir nennen es Null (0) —, welches durch 
jede Differenz von der Form a—a dargestellt wird. — Bezeichnen wieder 
a,b beliebige Elemente des Systems, so ist a.b=a(b+0)=a-.b+a.0, 
daher a-0=«a-.b—a-.b=0, d. h.: ein Produkt, in welchem ein Faktor 0 
ist, ist selbst 0. — Nunmehr lassen wir die letzte Bedingung folgen: 

7. das Gesetz der unbeschränkten und eindeutigen Division: 

Das System enthält außer O noch wenigstens ein Element, und wenn 
a ein von O verschiedenes, b ein beliebiges Element des Systems ist, so gibt 
es in demselben ein und nur ein Element x, für welches a-z b wird. — 
Wir nennen x den Quotienten von b und a, in Zeichen z=} oder =b:a, 
Sind alle 7 Bedingungen erfüllt, so heißt das System ein Körper. 


Bugünkü anlamda “cisim” kavramının ilk tanımlandığı metin: Steinitz, 1910. 
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yor. Ama gerçek sayılar desen, bu sayılar belki de gerçek 
değiller. Reel desen olmıycak. Hem yabancı, hem o da za- 
ten gerçek. Belki de dilimizdeki “gerçel sayı” sözcüğü, bu 
sayıların gerçeğine Batı dillerinden daha fazla yaklaşıyor: 
Gerçek değil, ama gerçeğimsi... Çok başarılı bir Türkçe 
terim türetme örneği aslında. Demek ki benim hoşuma 
gitmemesi tamamen psikolojik ve önemli değil. Kim tü- 
rettiyse tebrik ediyorum.) 

Pardon Çekirge. Şimdi kompleks sayı tarafını bıraka- 
lım da, gerçel sayılardan oluşan bir cisim düşün. 

Çekirge: Tamam, tamam, anladım. Sistem sadece sıfır 
sayısından oluşuyorsa, topla, çıkar, çarp sıfır, sıfırla da za- 
ten bölmiyceksin, yani o da bir cisim olurdu (yani bizim 
tanımımıza göre olamazdı da, Dedekind'in tanımından 
sonsuz kelimesini çıkarırsak olabilirdi), ama bu lüzumsuz 
saçmalığı bir kenara bırakırsak, ve sıfırdan farklı herhan- 
gi bir eleman alırsak, onu kendine bölersek gene sistem 
içinde olacak, yani 1 sistem içinde olacak, o zaman 1 + 
1-2 sistem içinde olacak, 2 + 1-3 sistem içinde olacak vs., 
yani sistem sonsuz olacak. Evet Dedekind haklıymış. Sis- 
tem sonsuz olacak. Ama madem sonsuz olacak, o zaman 
sonsuz olsun demesine gerek yok. Bunu olsa olsa sadece 
sıfırdan oluşan sistemi dışlamak için yapmış olabilir. Ama 
bunu ayrıca söyleyebilirdi. Sonsuz demesine ne gerek var- 
dı? Belli ki Dedekind sonsuzluğu çok seviyor ve o kelime- 
yi kullanmak için her fırsatı değerlendiriyor. 

Aslında şunu da anlamış olduk: Doğal sayılar mecbu- 
ren Dedekind'in cismi içinde; o halde sıfırdan doğal sayı- 
ları çıkartırsak, tam sayılar da Dedekind'in cismi içinde; 
tam sayıları bölersek, rasyonel sayılar da Dedekind'in cis- 
mi içinde. Demek ki Dedekind'in cismi ne olursa olsun, 
rasyonel sayılar cismi her zaman onun içinde yatıyor. 

Cevap 39: Ben artık ne diyeyim bilemiyorum Çekirge. 
Süpersin! Sonsuz demesine gerek yoktu tabii. Ama senin 
de bu arada bir soru hakkını kaybetmiş olduğunu hatır- 
latmak isterim. Dedekind'in cisimleri, senin de pek gü- 
zel işaret ettiğin gibi, sadece sıfırdan oluşma durumunu 
dışlamak şartıyla, mecburen sonsuz olacaktı. Ama bizim 
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cisimlerimiz sonlu olabiliyor. Iki elemanlı bir cisim örne- 
ği görmüştük. Sendeki bu feraseti gördükten sonra, sana 
bir ödev vermekten kendimi alıkoyamıyorum: Bana dört 
elemanlı bir cisim örneği bulabilir misin? 

Çekirge: Dört eleman çok az, istersen bütün sonlu ci- 
simleri bulmaya çalışayım. 

Çerçi: Çekirge bir sıçrar, iki sıçrar diye bir söz var... 
Hemen havaya girme. Ama senden umulur tabii. Denemek 
serbest. Ben şimdi sana son bir cisim örneği vereyim. 
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Hayalet Sayılar 


A kümesi olarak, sıralı gercel sayı ikililerinden olusan 
kümeyi, yani R’= {(a,b) | a E R, b E R} kümesini alalım. 
Bu küme üzerindeki, ® ve © ile göstermek istediğim, 
toplama ve çarpma işlemlerini şöyle tanımlayalım: 


e (ab) @® (cd) =(a+c,b+d) 
e (a,b) © (c,d) = (ac - bd, ad + bc) 


Artık cisim aksiyomlarının sağlanıp sağlanmadığını 
kolaylıkla kontrol edebilirsin. (0, 0) elemanı toplamaya 
göre etkisiz elemandır, (1, 0) elemanı da çarpmaya göre 
etkisiz elemandır. Aksiyomların sağlandığını görmek seni 
yormayacak. Bir (a, b) elemanının toplamaya göre tersi 
(-a, -b) elemanı ve sıfırdan farklı bir (a, b) elemanının 
(yani bir (a, b) # (0, 0) elemanının) çarpmaya göre tersi 


olarak (re) elemanını bulacaksın. Her sey yo- 


lunda. Bu cisim her yerde C sembolü ile gösteriliyor. 
Bu cisimde (a, 0) şeklindeki elemanlara bir bakalım: 
(4,0) ® (c, 0) = (a + c, 0) ve (a, 0) © (c, 0) = (ac, 0) 
Bu elemanlar toplanıp çarpıldıklarında gene kendileri 
tipinden elemanlar veriyorlar. (0, 0) ve (1, 0) elemanları 
da bu tipten. Bir (a, 0) elemanının toplamsal tersi olan 


(-a, 0) elemanı ve (a + 0 için) çarpımsal tersi olan (4,0) 


elemanı da bu tipten. Demek ki biz A = R? kümesinin B = 
{(a, 0) | a E R} şeklindeki altkümesini alsak, A'dan dev- 
ralınan toplama ve çarpmayla, kolayca görebileceğin gibi, 
yeni bir cisim bulmuş olacağız. Sana bir örnek vermek 
istemiştim, bak bir de hediyesi geldi. Ama bu tabii yeni 
bir örnek sayılmaz. Bir a gerçel sayısını, (a, 0) elemanı 
ile eslesek, R gerçel sayılar cismi ile B cismi arasında bir 
es-yapı dönüşümü bulmuş olacağız; gerçel sayılar nasıl 
toplanıp çarpılıyorsa, onlara karşılık gelen sıralı ikililer 
de aynı şekilde toplanıp çarpılıyor. Bu nedenle, gerçel sa- 
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yılar cismini, başka bir kıyafet giymiş olarak, (A, ®, ©) 
cismi içinde yaşıyor diye düşünebiliriz. Hatta, eski ger- 
çel sayılarımızı unutup, bu B cismini yeni gerçel sayılar 
cismimiz olarak da alabiliriz. Bazı insanlar, kafaları rahat 
olsun diye, bu noktada A kümesinden B altkümesini atıp, 
onun yerine R’yi bile yerlestiriyorlar. Ama hangi gömleği 
giymişsin ne fark eder, artık biz bu anlamda bira ER ile, 
(a, 0) EB arasında fark gözetmeyelim. 

Şimdi A içindeki (0, 1) elemanına yakından bakalım. 
Bu elemanı kendisiyle çarparsak, 

(0, 1) © (0, 1) = (0-0 - 1-1, ©-1 + 1:0) = (-1, 0) 
buluyoruz. Yani, biraz önceki anlaşmamıza göre, -1. 

Şimdi bu elemana bir isim verelim, herkes gibi i diye- 
lim istersen. Demek kii O i = -1 oluyor. 

Herhangi bir (a, b) elemanını şöyle de yazabiliriz: 

(a,b)=(a,0)® (0, b), 
ya da anlasmamıza göre, (a,b)=a® (0, b) 
Diğer yandan, (0,b) elemanını da şöyle ifade edebili- 
riz: 
(0, b) = (b, 0) © (0, 1), 
ya da gene anlaşmamıza göre, 
(0,b)=bO©i 
Yani sonuc olarak söyle yazabiliriz: 
(ab)=a®[bOil 

Bu tuhaf toplama ve carpma isaretlerinden vazgecelim 
artık, toplama yerine gene bildiğimiz + işaretini, çarpma 
yerine de - işaretini kullanalım. Böylece şuraya geliyoruz: 

(a, b)=a+ bi 

Çekirge: Bu bana biraz tanıdık geldi. 

Çerçi: Tabii ki. İşte kompleks sayılar dedikleri bunlar. 
16. yüzyılın ortalarından beri, a + b-/-1 ile gösterilen (ya 
da daha sonra a+b-i ile gösterilen) ve ne olup olmadığı, 
hatta var olup olmadığı bilinmeyen birtakım nesnelerle şu 
şekilde hesap yapılıyordu: 


e (a+bi)+(c+di)=(a+rc)+(b+d)'i 
e (asbi)'(csdi) = (ac-bd) + (ad + bc)-i 


Tabii burada a, b gerçel sayılardı, O ve 1 malum roller- 
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deydi, fakat i (ya da /-1) denilen imajiner (hayal mah- 
sulü) seyin ne oldugu belli degildi, cünkü bilinen sayılar 
içinde karesi -1 olan birisi yoktu. Birkaç yüzyıl boyunca 
bu hayalet, matematikçilere bir yandan ürküntü verirken, 
diğer yandan da sihirler gösterdi. Kompleks sayılar de- 


nen a $ by —I şeklindeki sayıların düzlemin noktalarıy- 
la temsil edilebileceği 19. yüzyıl başlarında kavranmıştı. 
Gauss kompleks sayıların gerçekliği konusunda ağırlığı- 
nı koyuyor, cebirin temel teoremi denilen ve katsayıları 
gerçel (veya kompleks) sayılar olan (pozitif dereceli) po- 
linomların mutlaka (gerçel veya kompleks) köklerinin ol- 
duğunu söyleyen teorem için kompleks sayıların düzlem 
temsilini kullanarak ispat(lar) veriyordu, ama kompleks 
sayılara son fiskeyi vuran 1835'de Hamilton oldu: Komp- 
leks sayılar, 


e (a,b)+(s,d)=(a+c,b+d) 
e (a,b)-(c, d) = (ac - bd, ad + bo) 


kurallarına göre toplanan ve carpılan sıralı gercel sayı iki- 
lilerinden başka bir şey değildi. Bunlar neydi, ne değil- 
di diye tartışmanın fazla bir anlamı yoktu. Bunların na- 
sıl toplanıp çarpıldıkları önemliydi. (Aslında bu da daha 
önce Gauss'un kasasında varmış. Hazretin böyle bir huyu 
vardı, zamanının gelmediğini düşündüğü kavrayıslarını, 
ya da aman aman önemli görmediği keşiflerini kasasına 
atıyordu.) 

İnsanlığın kasasındaki kavrayışlar da böyle birikiyordu 
işte. Ama bir sarsıntı ile hemen uyanılmıyordu. 10 sene 
kadar önce hem cebirde, hem geometride tevatür işler 
olmuştu. Ama sarsıntıların hem yayılması, hem de his- 
sedilmesi zaman alıyordu. Bütün zihinler kuluçkadaydı. 
Hamilton'un bugün bize pek basit gelen bu konstrüksi- 
yonu hiç şüphesiz Dedekind’i de etkilemiş olmalıydı. 
(Matematik tarihçileri, Hamilton'un 1853'de yayımladığı 
ve girişinde kendi kompleks sayı tanımını da verdiği, ku- 
aterniyonlara dair kitabını Dedekind'in kendi üniversite 
kütüphanesinden hangi tarihte ödünç aldığının bile izini 
sürüyorlar!) 


216 50 SORUDA MATEMATIK 


Kompleks sayıların bu yorumunun basitligine ve temiz- 
liğine itirazım yok da, doğallığı konusunda bazı çekince- 
lerim var; bunları düzlemin noktaları olarak yorumlamak 
mı, yoksa düzlemin bazı dönüşümleri olarak yorumlamak 
mı daha doğru olurdu bilemiyorum, ama onu şimdi bir 
kenara bırakalım. 

Demek ki kompleks sayıları sonuç itibariyle bir cisim 
olarak görebiliriz. Gerçel sayılar, bir cisim olarak komp- 
leks sayıların içinde yattığı için, kompleks sayılara gerçel 
sayıların bir cisim-genişletmesi deniyor. Diğer taraftan da, 
gerçel sayılara kompleks sayıların bir alt-cismi diyebiliriz. 

Gerçel sayıları önce özellikleriyle karakterize etmeye 
çalışmıştık, bir sıska model tanımlamış, sonra da onun 
bir dolgun modelini inşa etmiştik, fakat şimdi komp- 
leks sayılar için doğrudan doğruya bir model verip, von 
Neumann'vari, alın işte kompleks sayılar budur dedik. 
Ama istenirse, kompleks sayıları da, somut ve arızi bir mo- 
del vermek yerine, bir özellikler sistemiyle de karakterize 
etmek mümkündür. Bunun için önce şu gözlemi yapalım: 
Her kompleks sayı, katsayıları gerçel sayılar olan bir poli- 
nomun köküdür. Örneğin a+bi kompleks sayısı, x?- 2ax + 
a” * b’ = 0 denklemini sağlar. Bu nedenle, kompleks sayılar 
cismi, gerçel sayılar cisminin cebirsel bir genişletmesidir. 
Bu kavramı daha genel olarak şöyle tanımlayabiliriz: Keyfi 
bir K cismini ve bunun bir L > K genişletmesini göz önü- 
ne alalım (yani L de bir cisim ve K'nın elemanları, ister K 
içinde, ister L içinde düşünülsünler, aynı şekilde toplanıp 
çarpılıyorlar). L - K durumu bizi ilgilendirmiyor, bu kap- 
samanın has olmasını, yani L içinde, K'da bulunmayan en 
az bir elemanın olmasını istiyoruz. Eğer L cisminin her 
elemanı, katsayıları K cisminde olan uygun bir polino- 
mun kökü oluyorsa, o zaman L cismine K cisminin cebir- 
sel bir genişletmesidir deniyor. Buradaki polinomun biraz 
önceki örnekte olduğu gibi ikinci dereceden falan olması 
gerekmiyor, herhangi dereceden bir polinom olabilir. 

Şimdi kompleks sayıları, bir özellikler sistemi anlamın- 
da şöyle tanımlamak mümkün oluyor: Kompleks sayılar 
cismi, gerçel sayılar cisminin yegâne has ve cebirsel cisim ge- 
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nisletmesidir. Bu sıska model sıkıdır, ama sımsıkı degildir, 
yani bu özelliklere sahip iki dolgun model es-yapılıdır, 
ama eş-yapı dönüşümü tek bir tane değildir. Çünkü, C 
cisminde, konjugasyon denilen, her a + bi kompleks sa- 
yısını a - bi kompleks sayısına (buna a + bi'nin eşleniği 
deniyor) gönderen dönüşüm de bire-bir, örten, toplamayı 
ve çarpmayı koruyan bir dönüşümdür, yani bir eş-yapı 
dönüşümüdür. (Kompleks sayıları gerçel sayıların bir ge- 
nişletmesi olarak düşünmezsek, bir başka ifadeyle, gerçel 
sayıları kompleks sayıları tanımlayan özellikler sistemi- 
nin bir parçası olarak düşünmezsek, epey garip şeyler 
olabilir. Çünkü salt bir cisim olarak C'nin, gerçel sayılar 
altkümesini kendine göndermeyen eş-yapı dönüşümleri 
vardır. Bu anlamda, gerçel sayıları kompleks sayılardan 
geri kazanamayız, yani bize kompleks sayılarla eş-yapılı 
başka bir cisim verilse, o cisim içindeki gerçel sayıların 
neler olduğunu söyleyemeyiz! Cisim olarak bagımsızlı- 
ğını kazanan kompleks sayılar, geldikleri gerçel sayıları 
unutuyorlar. Sanki yüzyıllarca reddedilişin bir intikamı 
gibi!) 

Şimdi cisimleri biraz bırakalım ve başka bir gevşek sıs- 
ka modele bakalım. 

Zeplinle yükselmek için balast atarsın ya. Bak biz de 
gerçel sayılardan balast atıp, cisimlere yükseldik. Sen bi- 
raz daha balast atmış ve yüzük dediğin o yapıya yüksel- 
miştin. Şimdi biraz daha balast atalım. 
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Üc Satır Ardında Saklanan 
Bir Älem 


Önce cisim aksiyomlarına tekrar bir bakalım. Bunu 
belki fazla tekrar ettik ama, yüz seksen kere de olsa tek- 
rarda fayda varmış. 

Birinci grup özellikler: 


e (a+b)+c=a+(b+c) 

e a+b=b+a 

e a+0=0+a=a 

e a+(a)=(a)+a=0 
İkinci grup özellikler: 


e (ab)c=a(b-c) 

e ab=ba 

e al=la=a (10) 
e adad=a-a=1 (4#0) 


Üçüncü grup özellik: 
e a(b+c)= (ab) + (ac) 


Dikkat edersen ilk iki grup özellik büyük paralellik 
gösteriyorlar. Hele ikinci grubu sıfırdan farklı elemanlar 
için düşünürsek, bunlar iki farklı ikili işlem için ifade 
edilmiş aynı özelliklere dönüşüyorlar. Bunun daha belir- 
ginlesmesi için, bir A kümesi üzerinde bir ikili işlemin ve- 
rilmiş olduğunu kabul edelim ve bunu + ya da ile değil 
de, x ile gösterelim; demek ki A kümesinden a ve b gibi iki 
eleman verildiğinde, bu elemanlara yine A kümesinden, 
axb ile gösterdiğimiz bir eleman karşılık gelsin. Ayrıca, 
A kümesinin, (0 ya da 1 ile değil de) e ile gösterdiğimiz 
özel bir elemanı mevcut olsun; bir de, A kümesinin her a 
elemanına, tabii yine A kümesinden, a` ile gösterdiğimiz 
bir eleman karşılık getirilmiş olsun. Şimdi bu verilenler, 
aşağıdaki özellikleri sağlasınlar: 
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e (axb)xc=ax(bxc) 
e axb=bxa 

e axe=exa=a 

e axat=axa=e 


Böyle bir yapıya değişmeli bir grup (ya da Abel grubu, veya 
Abelyen grup) diyorlar. İkinci özellik nedeniyle üçüncü ve 
dördüncü özelliklerin sağ taraflarını yazmayabileceğimiz 
için, değişmeli grup aksiyomlarını şöyle de yazabiliriz: 


e (axb)xc=ax(bxc) 
e axb=bxa 

e axe=a 

e axa'=e 


Biraz daha balast atar ve ikinci özellikten de vazgeçer- 
sek, geriye kalan üç özellikle verilen aksiyomatik sisteme 
de bir grup diyorlar: 


e (axb)xc=ax(bx*c) 
e axe=a 
e axa'=e 


Bunu tekrar açık olarak ifade edelim: Bir A kümesi üze- 
rinde, * sembolü ile gösterilen bir ikili işlem verilmiş ol- 
sun ve aşağıdaki aksiyomlar sağlansın: 
1. Hera,b,cEA için (ax b) xc =a x (b x c) olsun. 
2. Öyle bir e € A mevcut olsun ki, her a E A için a * 
e =a olsun. 

3. Hera EA için, a` ile gösterilen (tabii gene A kü- 
mesinden) öyle bir eleman mevcut olsun ki, ax a! 
= e olsun. 


Bu takdirde, A kümesine, üzerinde tanımlanmış olan 
x işlemi ile birlikte bir grup deniyor; bir başka ifadeyle, 
(A,*) ikilisine bir grup deniyor. 

Bazen de, kısalık hatırına, ikili işlem için ayrı bir sem- 
bol kullanılmıyor; a ve b eleman çiftine karşılık getirilen 
eleman, ab şeklinde gösteriliyor (ve buna genellikle a ve b 
elemanlarının çarpımı deniyor). Bu durumda aksiyomları 
şöyle yazabiliriz: 
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1. (ab)c = abc) 

2. ae-a 

3. aa'=e 

İlk cebir dersini aldığımda Prof. Grauert tahtaya bu üç 

satırı yazmıştı. Grauert cebirci değildi ama, Alman mate- 
matiğinin devlerindendi ve ilk sınıflara bu devler girer, 
yüksek sınıflara yeni doktorasını yapmış tfillar girerdi. 
Grauert bu üç satırı yazdıktan sonra devam etti: Sağdan 
etkisiz olan e elemanı, soldan da etkisizdir (ea = a); sağdan 
ters olan a? elemanı, soldan da terstir (a'a = e); ayrıca, 
ikinci ve üçüncü koşulu sağlayan başka f ve a* elemanları 
varsa, f = e ve a* = a` dir, yani etkisiz eleman ve her elema- 
nın ters elemanı tek türlü belirlidir. Sonra da bunları gös- 
termeye koyuldu. Eğer işlemin değişme özelliği de olsaydı, 
bunları görmek kolaydı. İlk iki iddia zaten aşikâr olacaktı. 
Etkisiz elemanın (buna birim eleman da diyoruz) tekliğini 
görmek için, ef elemanını gözönüne alabilirdik: Bu eleman, 
e etkisiz olduğundan, f elemanına; f etkisiz olduğundan, e 
elemanına eşit olacaktı, dolayısıyla da f =e olacaktı. Tersin 
tekligini görmek için de örneğin şöyle hareket edebilirdik: 


e (a'a)a*-ca*-a* 
e a'(aa*) =a'f= a 


Buradan, ilk özelliğe göre (a'a)a*= a'(aa*) olduğun- 
dan, a* = a` bulacaktık. Ama değişme özelliğinin olmaması 
işi zorlaştırıyordu. Grauert birkaç deneme yaptıktan sonra, 
şöyle bir sınıfa baktı, dersi izlemeye gelen üst sınıftan öğ- 
rencilere, “Bu nasıl çıkıyordu?” diye sordu. Bir öğrenci de, 
“Hocam, şu ifadeye bakıyorduk” dedi: a'aa'la*|* 

Çekirge: Son yazdığın elemanı tam anlayamadım. 

Çerçi: a! de grubumuzun bir elemanı değil mi? O halde 
onun da 3. aksiyoma göre (sağdan) bir tersi var. [a]? işte o 
eleman. Bak ben senin sormadıklarına da hep cevap veriyo- 
rum. Dirac olsaydı vermezdi. Ama ben Dirac değilim tabii. 

Çekirge: Nasıl yani? 

Cevap 40: Bir gün o büyük fizikçi bir konferans ve- 
riyormuş. İzleyicilerden birisi, şunu anlayamadım demiş. 
Dirac devam etmiş. Bir süre sonra izleyici tekrar “Şunu 
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anlayamadım” demiş. Dirac gene oralı olmadan devam et- 
miş. Artık oturum başkanı araya girme ihtiyacı hissetmiş: 
“Sayın Dirac, lütfen arkadaşın sorusunu cevaplasanız.” 
Dirac, sakin devam etmiş: “O bir soru değildi, bir hüküm- 
dü.” (“It was not a question, it was a statement.” ) 

Neyse, konumuza dönersek, birleşme özelliği nedeniy- 
le bu dört elemanı çarparken (ikili işleme çarpma diyelim 
istersen), sırayı bozmadığımız sürece, ne şekilde paran- 
tezler koyarak çarptığımız önemli değildi. Biz gene de 
dikkatli parantez kullanarak yaparsak: 


(aadal t] = (a'a) lala > (1. aksiyom) 
= (a'a)e (3. aksiyom) 
= ala (2. aksiyom) 

Diger yandan, 

(a'a)a')[a']' = (alaa) la] (1. aksiyom) 
= (ate)[a!]" (3. aksiyom) 
=a'la']" (2. aksiyom) 
=e (3. aksiyom) 


Demek ki, a'a = e, yani, a! aynı zamanda soldan ters- 
miş. 

Şimdi artık e'nin soldan da etkisiz olduğunu göstere- 
biliriz: 

ea = (aa')a=ala'a) = ae = a. 

Birim elemanın ve terslerin tekliğini de artık değişmeli 
durumda yaptığımız gibi görebilirsin. 

Çekirge: Birimin soldan da etkisiz olduğunu görmek 
için, önce sağdan terslerin soldan da ters olduğunu göste- 
riyoruz. Baya hileliymis. 

Çerçi: Eski günlere gitmişken sana bi hikâye daha an- 
latayım. Grauert'le yaşadığımız sahneyi Kneser'le daha sık 
yaşardık. Göttingen'in bu diğer devi beni çok şaşırtıyordu. 
İlk topoloji dersini ondan almıştım, topolog değildi, ama 
onu kaçıramazdım, tek kötü huyu dersleri sabah sekize 
koymasıydı, bir askerde altıda kalktım, bir de Kneser için. 
O yıllardaki hocalarımız içinde bir tek onun, bütün formel- 
liğine ve ağırbaşlılığına rağmen bir anlama heyecanı ile dolu 
olduğunu hissederdim. Matematik yeteneğinin babadan 
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damada geçen ilginç bir genetiginin olduğu söylenir, ama 
bunun istisnaları da oluyordu tabii. Bu ailede bu yetenek 
art arda iki kere babadan oğula geçmişti. Kneser'in derste 
konuyu neredeyse sıfırdan keşfedip yarattığını sanırdınız. 
Zaman zaman konunun gerçek zorluklarının nerede sak- 
lı olduğunu daha iyi görüyor, müstesna bir zihnin çözüm 
arayışının tanığı oluyorduk. Neden derse hazırlanmadan 
geldiğini üst sınıflardan öğrenmiştik: Öğrencilere, mate- 
matiğin oluşum sürecini göstermek istiyordu; bu serüveni, 
kendini riske atmaktan çekinmeyerek, onlara yaşatmak is- 
tiyordu! Şimdilerde hocalarımızın power-pointla ders an- 
lattığını duyunca, Kneser'i hatırlıyorum. 

Çekirge: Grup dediğin bu sıska modelin bir dolgun 
modelini görsek iyi olurdu. 

Çerçi: Tabii ki. Burda da cisim için yaptığımıza benzer 
“Bir grubu anladım, ama grup ne?” tartışmasına girebili- 
riz,ama hiç girmeyelim. Bu yapının modelleri için bir ma- 
den ocağı var. Belki de hem en yaygın hem de en önemli 
yapı tipi bu. Herhangi bir aksiyomatik sistemi ve onun 
bir modelini al. Sonra da o modelin bütün eş-yapı dönü- 
şümlerini düşün. Bunlar bir grup oluştururlar. İki eş-yapı 
dönüşümü verildiğinde, bunları art arda uygulayabilirsin 
ve yeni bir eş-yapı dönüşümü bulursun. Doğal bir birim 
dönüşüm vardır ve bir eş-yapı dönüşümünün tersi de bir 
eş-yapı dönüşümüdür. Aksiyomlar da apaçık sağlanır. Bu 
gruba, o modelin eş-yapı dönüşümleri grubu, veya oto- 
morfizm grubu ya da simetri grubu denir. Uçsuz bucaksız 
bir grup modelleri deposu. 

Örneğin bir cisim alıp, onun eş-yapı dönüşümleri gru- 
bunu oluşturabilirsin, ya da senin yüzüklerden birini alıp, 
onun otomorfizm grubunu; hatta elinde halihazırda belli 
bir grup varsa, onun otomorfizm grubunu oluşturabilirsin. 
Yani bu gruptan kendisine giden ve ikili işlemi koruyan, 
bire-bir ve örten dönüşümlerin, dönüşüm bileşkesini bir 
ikili işlem olarak aldığımızda oluşturdukları grubu. İler- 
de topolojik uzayları görecek olursak, ya da sen kendin 
öğrenecek olursan, onlara da uygulayabilirsin: Bir uzayı 
kendisine bire-bir, örten, sürekli ve tersi de sürekli olacak 
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şekilde resmeden dönüşümlerin, bileşke işlemi altında 
oluşturdukları grup. Buna bu uzayın otomorfizm grubu 
denmiyor gerçi, homeomorfizm grubu deniyor, otomor- 
fizm daha çok cebirsel yapılar için kullanılıyor, ama bu 
uzayın simetri grubu diyebiliriz. Bu yöntemi bir küme 
üzerinde kurulan bütün yapılara uygulayabilirsin. Hatta 
bir küme üzerinde herhangi bir yapı olmadan da uygula- 
yabilirsin. Bir kümenin bütün bire-bir ve örten dönüşüm- 
leri de bileşke altında bir grup oluşturur. Buna kümenin 
simetri grubu denir. Yani bir kümeden kendisine giden 
bire-bir ve örten bir dönüşüme bu kümenin bir simetrisi 
gözüyle bakıyoruz. Bir kümenin bütün simetrileri bir grup 
oluşturuyor. Küme üzerinde bir yapı varsa, simetriler aza- 
lıyor. Sadece bire-bir ve örten olmak yetmez artık. Küme 
üzerindeki işlemlerin, ya da artık o yapıyı oluşturan her 
ne varsa onların da korunması lazım. Yapı, asimetri geti- 
riyor. Noktalar arası eşitliği bozuyor. Ne kadar kuvvetli 
yapı, o kadar haksızlık, o kadar az simetri. Kümeler en 
eşitlikçi yapı. Ama o zaman da bir şey vücut bulmuyor. 
Bütün yüksek yapılar, yüksek organizmalar eşitsizlik üze- 
rine kurulu. Yoksa mercan kolonileri gibi kalırdık. Ama 
ne saf bir pembesi vardır onların. 

Çekirge: Çerçi, biraz kendine gelsen... 

Çerçi: Pardon Çekirge. Bu simetri denilen şey insanın 
aklını başından alır. İşi çok da uzatmayalım. Simetri de- 
diğin nedir zaten? Bir nesne üzerinde bir işlem uygulaya- 
caksın ve o nesne değişmeyecek. Daha doğrusu, değişecek, 
ama aynı kalacak. Aziz Nesin, Amerika'da matematik oku- 
makta olan yetenekli bir gence sormuş: “Ateş bizi neden et- 
kiler? Deniz bizi neden etkiler?” Genç, bu beklenmedik so- 
ruya anlam vermeye çalışırken, Aziz Bey yanıtlamış: “Ateş 
sürekli değişir, ama gene de aynı kalır; deniz sürekli dal- 
galanır, ama gene de aynı kalır. Bunları öğrenmiyorsanız, 
niye matematik okuyorsunuz?” Bizim de Heraklit'imiz var. 
Aslında Heraklit de bizim zaten. Zamanda kaydırmak ye- 
terli. Zaman değişirken, değişmeyeni bulacaksın. Sanırsın 
ki fizikçiler zamana bağlı değişen şeyleri inceliyorlar. Hız 
falan. Hiç de değil. Aslında değişen, ama değişmeyen şeyle- 
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ri inceliyorlar. Bir elemanter parçacık fır dönüyor. Halden 
hale giriyor. Ama hep aynı kalıyor. Onun dönme biçimleri, 
daha doğrusu değişerek aynı kalma dönüşümleri bir grup 
oluşturuyor. Bu grup bir uzay aynı zamanda. Bu uzayın bir 
boyutu var. Bildiğimiz dört boyutlu uzay-zamana bir de bu 
boyutu ekleyeceksin. Parçacık fiziği gruplar teorisi demek 
aslında. Fizik kanunu ne demek? Falanca özellik şu dönü- 
şümler altında invaryant kalıyor. O da gruplar teorisi. Geo- 
metri ne? Falanca dönüşümler altında değişmez kalan özel- 
liklerin incelenmesi. O da gruplar teorisi. Bunu 1872 de 
23 yaşındaki bir çocuk söylemişti. Erlangen'da. Felix Klein. 
Riemann diyoruz. Hilbert diyoruz. Ama Klein demiyoruz. 
Felix Klein diyoruz. Bunu bir gün çözmem lazım. 

Çekirge: Çerçi! 

Çerçi: Pardon Çekirge. Şimdi biz modellerin eş-yapılı 
olmasını epey konuşmuştuk ve bir aksiyomatik sistemin 
eş-yapılı iki modeline esas itibariyle aynı model gözüyle 
bakmıştık. Hatta bu, matematiğe bakışımızda önemli bir 
yer tutmuştu. Şimdi bu durumda belli bir modelin bütün 
otomorfizmleri ile bir grup oluşturmak iyi güzel de, bir se- 
kilde bütün eşyapılı ama farklı modeller arasındaki eş-yapı 
dönüşümlerini de bir şekilde yeni bir yapı tipine dönüştüre- 
bilsek çok iyi olurdu aslında. Ama bunlarla nasıl bir ikili iş- 
lem tanımlayabiliriz? Diyelim ki elimizde dört tane eş-yapılı 
model var; birinci ile ikinci arasında bir eş-yapı dönüşümü 
alıyoruz, sonra da üçüncü ile dördüncü arasında bir eş-yapı 
dönüşümü alıyoruz; şimdi bu iki eş-yapı dönüşümüyle ne 
yapabiliriz? Hiçbir şey yapamayız. Bir dönüşümün hedef 
kümesi, bir başka dönüşümün tanım kümesi olsaydı, yani 
birinin konduğu yerden öteki kalksaydı, iş kolaydı, bunla- 
rın bileşkesini alabilirdik. Aynı kümeden kalkıp, gene oraya 
konan dönüşümlerle iş yapmak ne kadar kolaydı. Herhangi 
ikisinin bileşkesini alabiliyorduk. Ama şimdi? 

O zaman yeni bir yapı tipi oluşturma denemesi yapabi- 
liriz: Bize eş-yapılı bir modeller ailesi ve bunlar arasındaki 
bütün eş-yapı dönüşümleri verilmiş olsun. 

Herhangi iki es-yapı dönüşümüne yeni bir es-yapı dö- 
nüşümü karşılık getirmek sevdasından vazgeçelim. Ancak 
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bunların bileşkelendirilebildiği durumda bunları bileşke- 
lendirelim. 

Çekirge: Bileşkelendirebildiklerimizden misiniz, bileş- 
kelendiremediklerimizden misiniz? 

Çerçi: Evet. Tekerleme gibi oldu. Hadi bunu sorudan 
saymayayım. Şimdi elimizde birtakım modeller var, bun- 
ların her biri için bir simetri grubu var ve farklı iki model 
arasında da bir eş-yapı dönüşümleri kümesi var. Bunların 
bazılarını bileşkelendirebiliyoruz. (ab)c gibi bir bileşke an- 
lamlıysa, a(bc) de anlamlı ve bunlar eşit. Yani grup yapısı- 
nın birinci aksiyomu, bileşkelendirmenin mümkün olduğu 
durumlarda doğru. Ama artık tek bir birim eleman değil de, 
birçok “kısmi birim” eleman var. Her modelin kendi simet- 
ri grubunun birim elemanı. Onu ancak o modelden kalkan, 
ya da o modele konan eş-yapı dönüşümleriyle ve uygun 
sırada bileşkelendirebilirsin, o zaman da gerçekten etkisiz 
olur. Ters elemanda sorun yok, ama tabii bir elemanla ter- 
sini hangi sırada bileşkelendirdiğine bağlı olarak farklı bi- 
rimler elde ediyorsun. Böylece, istersen daha da formalize 
edebileceğin yeni bir yapı tipine ulaşmış oluyoruz. Buna bir 
grupoid deniyor. Karşılaştığımız olgular bak bizi nasıl yeni 
ve doğal yapı tiplerine götürüyor. 

Çekirge: Şu bileşke işini biraz konuşsaydık. Bir mode- 
lin simetri grubu oluşturulurken, ya da o grupoid dediğin 
şey oluşturulurken, a ve b gibi iki eş-yapı dönüşümünün 
nasıl bileşkelendirildiğini tam anlayamadım. 

Çerçi: Peki Çekirge, çok da haksız değilsin. Grupoi- 
di bırakalım da gruba bakalım. X, belli bir aksiyomatik 
sistemin bir modeli olsun, a ve b bu modelin iki eş-yapı 
dönüşümü olsun: a: X — X ve b: X — X. Şimdi ab biles- 
kesinden (carpımından) ne anlayacagız? Bu da tabii bir 
ab: X — X eş-yapı dönüşümü olacak. x € X elemanı bu 
dönüsüm altında nereye gidecek? 

Aslında pekälä söyle diyebilirdik: x elemanı önce a al- 
tında bir yere gidecek, sonra da x'in bu resmi b altında bir 
yere gidecek, bu ikinci resim x elemanının ab altındaki 
resmi olsun! 

Ama şimdi bunun şu sakıncası var. Bir x elemanının 
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bir a dönüşümü altındaki resmini (görüntüsünü) a(x) ile 
gösteriyoruz. Bu resmin b dönüşümü altındaki görüntüsü 
de b(a(x)). Demek ki bu durumda tanımımıza göre, 

(ab) 60) = b(a(x)) olacak ki, burda nerden baksan bir 
terslik var, bunu kimse kabul etmez. Durduk yerde a ile 
b'nin sırası neden değişsin? 

Bunu düzeltmenin iki yolu var. Eğer biraz önceki tanı- 
mı korumak istersek, x elemanının a dönüşümü altındaki 
resmini x(a) veya (x)a ya da xa gibi, önce x'in, sonra a'nın 
yazıldığı bir düzende ifade edebiliriz. (Tabii bizim gibi sol- 
dan sağa yazanlar için; şimdi aşağıdan yukarı veya çapraz 
yazanları, yada karman çorman yazanları bir kenara bıra- 
kalım; adam karman çorman yazar, ama mesela her yeni 
harfi bir öncekinden daha kalın yazar, pekâlâ hangisini 
evvel yazmış anlayabiliriz; zaman mekândan önemli mi 
yoksa, konuşurken hangi ses önce hangi ses sonra çıkıyor 
belli, en azından termodinamik saatimizi kullanabiliriz 
belki, ama bunları uzaya taşıyınca işler karışıyor, önce bir 
satır oluyor, sonra sayfa oluyor, sonra kitap; zaman boyu- 
tunun uzay boyutuna dönüşebildiğini duymuştum ama, 
zaman resmen üç boyutlu uzaya dönüşüyor; yok artık, o 
kadar da değil; pekâlâ o kadar. Al sana uzayı dolduran bir 
eğri. Aslında en iyisi uzaya hiç çıkmayıp matematiği sırf 
zaman ekseninde bir işaretler zinciri gibi mi yapsak, neyse 
daha fazla saçmalamayalım). 

Neden olmasın? (Yani son parantezden önceki cümle 
için söylüyorum) “x elemanı, kendinden sonra gelen a 
dönüşümü tarafından x(a) ile gösterdiğimiz elemana gön- 
deriliyor.” Ya da “x elemanı a dönüşümünü alıyor ve onu 
x(a) ile gösterdiğimiz elemana dönüştürüyor.” Bu kulağa 
geldiği kadar aptalca olamayabilir. Elemanların dönüsüm- 
lerden intikamı. Neyse, demek istediğim, bu gösterimi 
kullanırsak, x(ab) = x(a)(b) yazabiliriz ve her şey yolu- 
na girer. Ama maalesef kimse bu gösterimi kullanmıyor. 
Oysa vaktiyle kullanan olmuş. Ama demek ki tutmamış. 

Eğer biz de a(x) gösterimini muhafaza etmek istersek, 
o zaman ab tanımını değiştireceğiz: (ab) (X) = alb(x)). Yani 
önce b dönüşümünü uygulayacağız, sonra a dönüşümünü. 
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Çekirge: Yani bizim bildiğimiz bileşke: ab = a o b 

Boşuna bir sürü lüzumsuz laf ettin. Aslında ben senden 
bir grup örneği istemiştim. 

Çerçi: Özür dilerim Çekirge. Sana bir grup örneği vere- 
yim. Sonlu, küçük bir küme al ve bu kümenin kendisiyle 
bire-bir eşlemelerini düşün. Yani kümenin simetrilerini. 
Bunlar bir grup oluştururlar. Bu gruba kümenin simetri 
grubu deniyor. Örneğin A, B, C ve D harflerinden oluşan 
dört elemanlı kümeyi alalım. Bu kümenin kaç tane simet- 
risi var? 

Çekirge: Çok kolay. A harfini, bu dört harften herhangi 
birine gönderebilirim. B harfi için geriye üç seçenek kalır. 
Onu da gönderdikten sonra, C harfi için iki seçenek ka- 
lır. Onu da seçince D harfinin gideceği yer artık bellidir. 
Demek ki toplamda 4-3-2 = 24 permütasyon var. Küme n 
elemanlı olsaydı 

n-(n-1):(n-2) --- 3-2-1 =n! (n faktöryel) 
permütasyon olacaktı. Senin “kümenin simetrisi” dediği- 
ne biz permütasyon diyoruz. 

Çerçi: İşin içine seçenek girince elinizden soru kurtul- 
muyor zaten. Güzel. Permütasyonların çarpımını fonksi- 
yon bileşkesi gibi tanımlıyoruz. Bu grubun değişmeli ol- 
madığını biraz deneyip hemen görebilirsin. 

Bu yöntemi sonsuz kümelere de uygulayabilirsin. Ama 
baş edilmez gruplar çıkar. Yapıların otomorfizm grupla- 
rını belirlemek de genelde kolay değildir. Aslında simet- 
rinin matematik dışındaki kullanımı genellikle şekillerle 
ilgilidir. Bir şekil hangi dönüşümler altında kendisiyle ça- 
kışır? Bana bir şekil söyle. 

Çekirge: Daire. Birim daire. 

Çerçi: Peki. Daire bir noktalar kümesidir. Bu kümenin 
kendisiyle bütün bire-bir (ve örten) eşlemeleri bir grup 
oluşturur. Ama kimse dairenin simetrileri deyince bu eşle- 
meleri anlamaz. Dairenin noktalarının, canları nasıl istiyor- 
sa, daire üzerinde başka noktalara gitmeleri, bire-birlik ve 
örtenlik korunsa bile, alışık olmadığımız, anarşik bir hare- 
kettir. Daireyi, bunun ne demek olduğunu her zaman tam 
olarak ifade edemesek bile, organize ve katı bir yapı olarak 
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hissederiz. Daireyi döndürürken ya da kaydırırken nok- 
talar o kadar katı bir koordinasyon icinde hareket ederler 
ki, herhangi iki nokta arasındaki mesafe korunur. Oysa o 
kadar katı davranmayıp, biraz daha esnek hareketlere izin 
verebilir ve daireyi kendisine dönüştüren, bire-bir, örten, 
sürekli ve tersi de sürekli dönüşümleri düşünebilirdik. Bir 
kasnağa gerilmiş membranı, membran yüzeyi içinde kala- 
rak deforme eder gibi. Kasnak noktaları da oynayabilir ta- 
bii. Ama böyle bir dönüşüm altında kasnak noktası kasnak 
noktasına gider, içerdeki noktalar içerdeki noktalara. Bu 
Brouwer'in bir teoremi. Ve öyle bir nokta vardır ki, o da 
yerinde kalır. Bu da Brouwer'in başka bir teoremi. Neyse 
şimdi bunları bırakalım. Dairenin “homeomorfizmleri” bi- 
leşke altında bir grup oluşturur. Burada anarşiye biraz çe- 
kidüzen vermiş olsak da, bu hâlâ epeyce büyük bir gruptur. 
Burada dairenin “yakınlık yapısını” esas almış ve bu yapıya 
göre eş-yapı dönüşümlerine bakmış olduk. Ama tabii ya- 
kınlık yapısı kavramını henüz tanımlamış değiliz. İstersen 
alışık olduğumuz katı dönüşümlere dönelim. Bunlara da 
uygun bir “geometrik yapının” eş-yapı dönüşümleri gözüy- 
le bakabilirdik ama, şimdi bir de o tarafa sürüklenmeyelim. 
Şimdi artık dairenin simetrileri olarak ya bir çap boyunca 
yansımaları alabilirsin, ya da dairenin merkezi etrafındaki 
dönmeleri. Ama bu grubun bile sonsuz elemanı var. 
İstersen daha “asimetrik” bir şekil alalım. Bir elips me- 
sela. Ama daire olmayan bir elips tabii. Ve gene sadece 
katı hareketlere izin verelim. Artık sadece büyük ve küçük 
eksene göre yansımaları alabilirsin. Merkeze göre dönme 
olarak da sadece 180”lik dönmeyi alabiliriz. Yoksa elips 
kendisiyle üst üste gelmez. Bir de tabii her şeyi yerinde bı- 
rakan dönüşüm var. Manisalı Merkez Efendi dönüşümü. 
Demek ki elipsin 4 tane simetrisi var. İstersen bunlara birer 
isim verelim. Her şeyi yerinde bırakan dönüşüme (birim 
dönüşüme) e diyelim. Büyük eksene göre yansımayı p, kü- 
çük eksene göre yansımayı g ve merkez etrafındaki 1809 
dönmeyi de r ile gösterelim. Buna göre grubumuz fe, p, q, 
r) kümesi üzerinde tanımlanmış oluyor. Elips üzerinde uy- 
gulanan dönüşümleri, eksen köşeleri kümesinin permütas- 
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yonları olarak da ifade edebiliriz. Büyük eksene AB, küçük 
eksene CD diyecek olursak, p yansımasını, p(A, B, C, D) = 
(A, B, D, C) permütasyonu olarak ifade edebiliriz; yani, 

p: (A,B,C,D) — (A,B,C,D), 
p(A) =A, p(B) = B, p(C) =D, pD) = C 
fonksiyonu olarak. Benzer şekilde, q yansımasını q(A, B, 
C, D) = (B, A, C, D) permütasyonu olarak ve r dönmesini 
de r(A, B, C, D) = (B, A, D, C) permütasyonu olarak ifade 
edebiliriz. Elemanların nasıl çarpıldığını kolayca hesapla- 
yabiliriz. Örneğin, pq çarpımını hesaplayalım: 


(pq) (A) = (p ° q)CA) = p(4(A)) = p(B) =B, 
(pq)(B) = (p ° q)(B) = p(q(B)) = p(A) = A, 
(pq)(C) = (p ° IC) =p(q(C)) = p(C) =D, 
(pq) (D) = (p ° qI(D) = p(q(D)) = pD) = C. 

Demek ki, (pq)(A, B, C, D) = (B, A, D, C) olup, pq =r 
imiş. Tabii bunu elipse önce q, sonra p hareketini uygula- 
yarak bir bakışta da görebilirsin. Elemanların çarpım tab- 
losu kerrat cetveli gibi şöyle yazılabilir: 


M 


> A B 


Şimdi de başka bir küçük grup örneği vereyim. Bu defa 
şu rüzgârgülünün simetri grubunu bulalım. Tabii gene 


D 
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katı simetrileri dikkate alacagız. Gördügün gibi, birim 
dönüşümün (buna da e diyelim istersen) dışında, 90°nin 
katları kadar dönmeler var. 90”lik sola dönüşe a, 180“lik 
dönüşe b, 270°lik sola dönüşe c diyelim. İstersen bunları 
da, rüzgârgülünün dört köşesine birer ad verip, gene dört 
elemanlı bir kümenin permütasyonları olarak ifade ede- 
bilirsin. 

Çekirge: Sağa dönüşler de var diyecektim ama, vaz- 
geçtim. Örneğin 90lik sağa dönüş, 270°lik sola dönüşle 
aynı etkiyi yapıyor. Söylediğin dört dönüşüm bütün si- 
metrileri içeriyor. 

Çerçi: Evet Çekirge, şimdi bu grubun çarpım tablosu- 
nu da çıkarabiliriz. 


€ a b c 
€ € a b c 
ala b € € 
b | b | c | € | | 


Simdi sana kücük bir soru. Elimizde dörder elemanı 
olan iki grup oldu. Bunların es-yapılı (izomorf) olup ol- 
madığını söyleyebilir misin? 

Çekirge: Dur bakayım... Bunların arasında, çarpımı 
koruyan bire-bir bir eşleme olduğunu kabul edelim. Elip- 
sin simetri grubuna E, rüzgârgülünün simetri grubuna R 
diyelim ve  E—R bir izomorfizm olsun. E = {e, p, q, 
r} ve R = {e, a, b, c} idi... Sanırım birim elemanın birim 
elemana gitmesi gerekir. Önce bunu bir göreyim. Her x € 
E için xe = x olduğunu biliyoruz. O halde f(xe) = f(x) ve f 
izomorfizmi çarpımı koruduğu için, f(x)f(e) = f(x) yazabi- 
liriz. Buradan, her iki tarafı soldan f(x)" ile çarparak, 

ST > FO Fo), 
R'de birleşme ve ters eleman özelliğini kullanarak, 
VO) fe) = e, 


ef(e) = e, ve R'de etkisiz eleman özelliğini kullanarak, 
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f(e) = e buluruz. Evet, birim eleman birim elemana gi- 
diyor. Üstelik bunu genel olarak görmüş olduk. E ve R ile 
ilgili bir şey değil. Şimdi E ve R'ye geri dönelim... Tamam, 
buldum! Bir elemanın karesi birim ise, ozaman onun res- 
minin karesinin de karşıdaki birim olması gerekir: x € E 
için, xx = e ise, f(xx) = f(e) ve buradan f(x)f(x) = € olur. 
Şimdi E grubunda bütün elemanların kareleri birim. O 
zaman G grubunda da bütün elemanların karelerinin bi- 
rim olması gerekirdi. Oysa öyle değil! Bu gruplar izomorf 
değilmiş. 

Çerçi: Bravo Çekirge. Sen bu işi kavradın. 

Çekirge: Elipsle rüzgârgülü çok basitmiş. Daha karışık 
şekiller düşünsek, belki daha ilginç gruplar bulabiliriz. 

Çerçi: Fena fikir değil. Ama çok karışık şekiller alır- 
sak, bunların hiç (katı) simetrisi olmayabilir. Az karışık 
şekilleri de beğenmedin. Orta karışıklıkta şekillere ba- 
kalım. Mesela duvar kâğıtları ilginç olabilir. İşin içine 
rengi karıştırmayalım ve bir duvar kâğıdını düzlemin bir 
altkümesi olarak düşünelim. Bu kâğıtlar yatay ve düşey 
doğrultuda kendilerini tekrarlayan şekiller, yani iki dik 
(veya verev) yöndeki özel ötelemeler altında kendileriy- 
le örtüşen şekiller (duvarı sonsuzmuş gibi düşünüyoruz 
tabii). Böyle şekillerin bu ötelemelerden başka simetrileri 
de olabilir. Döndürme, yansıtma ya da öteleyip yansıtma 
gibi, düzlemde noktalar arası uzaklıkları koruyan başka 
bazı dönüşümler de böyle bir şekli kendisiyle çakıştırabi- 
lirler. Böylece her duvar kâğıdına bir simetri grubu karşı- 
lık getirebiliriz. Bu kâğıdı invaryant bırakan (kendisiyle 
çakıştıran) katı düzlem dönüşümlerinin grubu. Nasıl bir 
duvar kâğıdı alırsan al, ister Elhamra Sarayı'ndan al, ister 
Karatay Medresesi'nden, ister Çin'den, Acem'den, karşı- 
na tam 17 çeşit gruptan birisi çıkıyor. Sen daha önce hiç 
çizilmemiş bir duvar kâğıdı deseni çizsen, onun simetri 
grubu da bu özel 17 gruptan birisi olacak. Duvar kâğıtları 
yerine, uzayda kendini üç ayrı istikamette yineleyen şekil- 
leri düşünsek, yani bir bakıma sonsuz kristalleri, ozaman 
da onların simetri gruplarından söz edebiliriz. Uzayın, bu 
şekli kendisine dönüştüren katı (yani noktalar arası uzak- 
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lıkları koruyan) dönüsümlerinin grubu. Bu durumda da 
(grup izomorfizm tipi olarak) tam 219 cesit simetri gru- 
bu söz konusu oluyor. Kristalograflar bu gruplardan 11 
tanesini uzayın ayna simetrisini gözeten bir nedenle cift 
sayıyorlar (ışığı sağa-sola kıran şekerler vardır ya) ve 230 
çeşit kristalografik gruptan söz ediyorlar. Gruplar teorisi 
bize sınırlarımızı ve olanaklarımızı söylüyor. En yaratıcı 
duvar sanatçısı bile (“kendini tekrar ettiği” müddetçe) 17 
duvar kâğıdı tipinin dışına çıkamaz. 

Çekirge: Neden 17? 

Cevap 41: Bu düzlemin doğasıyla ilgili. Bunu merak et- 
tiysen, gruplar teorisine biraz girmen gerekir. Bu yapıların 
bir işe yaradığını da yaşayarak görmüş olursun. 

Boyut yükseldikçe olanaklar artıyor. 3 boyutlu uzayda 
başka bir sayıyla karşılaşıyoruz, 4 boyutlu uzayda daha 
yüksek bir sayıyla. On sene kadar önce iki araştırıcı (Ples- 
ken ve Schultz) 5 ve 6 boyutlu uzaylardaki (Öklid uzay- 
larını kastediyorum tabii) kristalografik grupları saydılar. 
6. boyutta 30 milyona yakın grup var. 7 boyutlu uzayda 
yaşayanlar 6 boyutlu duvarları için duvar kâğıdı kataloğu 
bastırmak isteseler işleri zor olacak. 

Belli özelliklere sahip grupların sınıflandırılması önemli 
bir problem tipidir. Tabii sınıflandırma deyince, izomorfi 
tiplerine göre sınıflandırmayı anlıyoruz. Bir liste verecek- 
sin ve söz konusu özelliklere sahip her grup, bu listeden 
bir (ve tek bir) gruba izomorf diyeceksin. Örneğin, dört 
elemanlı grupları sınıflandıralım. Bu özelliğe sahip ve izo- 
morf olmayan iki grup tanıdık. Şimdi bana söyle bakalım, 
dört tane elemanı olan ve bu iki gruba da izomorf olma- 
yan başka bir grup var mıdır acaba? 

Çekirge: Dört eleman çok azmış. İstersen ben bütün 
sonlu grupları araştırayım. 

Çerçi: Tabii, neden olmasın. Bir gün senin başına bir iş 
gelecek ama... Yok, yok, senin gibi parlak genç beyinle- 
rin hevesini kırmak istemem. 100 küsur senedir binlerce 
matematikçi bu problemle uğraştı ve hâlâ uğraşıyorlar. 
En azından “basit” dedikleri (şu anda tanımına girmek is- 
temediğim) sonlu grupları sınıflandırdılar. Ama ne sınıf- 
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landırma! Ortaya gerçekten muhteşem bir manzara çıktı; 
Bu gruplar içinde belli aileler var ve bu ailelerin dışında 
kalmış bazı serseri gruplar var. Bu serserilerin “yaratık” 
denilen en büyüğünün şu kadar elemanı var: 

8080174247945128758864599049617107570057543 

68000000000 = 8-10” 

Basit grupların sınıflandırma teoreminin kanıtı on bin 
sayfa falan tutuyor. Bunu kısaltacak insanlara ihtiyac var. 
Bunu kim okur, kim anlar. Zaten tamamdı, degildi diye 
epey bir tartışması da oldu. İnsanın eserinin insanı aştığı 
ve kontrolden çıktığı bir durum. Kolektifin bireyi ezdiği. 
Otoritenin rasyonaliteye rakip olduğu. Her neyse. Böyle 
büyük sorulara dalmakta fazla da acele etme. Matematik 
birbirinden ilginç fenomenler ve sorularla kaynıyor za- 
ten. Biraz gönül gezdirmek lazım. İlginç sorular bir pusu 
kurup beklerler. Bir gün nasıl olsa biri de seni tuzağına 
düşürür elbet. 

Çekirge: Basit grubun ne demek olduğunu söylemez- 
sen, şimdi burdan giderim. 

Çerçi: Peki o zaman, ama çok kısa olarak. Şimdi bize 
bir A grubu verilsin (kısalık hatırına ikili işlemi ayrıca be- 
lirtmiyorum) ve B C A olsun. Bu altküme bazı hallerde A 
üzerindeki grup yapısından yararlanarak kendi başına bir 
gruba dönüşebilir. Şimdi bunun doğal koşulları var. B'den 
iki eleman alırsak, bunlar A'nın da elemanları olduğu için, 
bunları A içinde çarpabiliriz. Kabul edelim ki ortaya çıkan 
eleman daima B içinde kalsın. O zaman B kümesi A küme- 
sinden bu ikili işlemi devralmış olur. B'nin bu ikili işleme 
göre grup olmasını istediğimiz için, ilaveten, A'daki etki- 
siz elemanın B'de olduğunu ve B'deki her elemanın, A'nın 
bir elemanı olarak varlığını bildiğimizi, tersinin de gene 
B'de olduğunu kabul edelim. Artık üç aksiyom B üzerin- 
deki bu ikili işlem için apaçık sağlanır ve ortaya yeni bir 
grup çıkmış olur. Bu durumda hazıra konan B grubuna A 
grubunun bir alt-grubu diyoruz. 

Örneğin elipsin simetri grubunu düşünürsek, birim 
eleman ve büyük eksene göre yansıma, iki elemanlı bir 
alt-grup oluştururlar (ya da birim eleman ve küçük ek- 
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sene göre yansıma, veya birim eleman ve 180° dönme). 
Bu minik grubun üc tane alt-grubu var. Rüzgärgülüne 
bakarsak, birim eleman ve 180° dönme, iki elemanlı bir 
alt-grup olustururlar. Baska da alt-grup yok. Yok dedim 
ama, pardon, yanlıs söyledim, her grupta sadece birim 
eleman da bir alt-grup olusturur, ya da grubun tamamı 
da tanımımıza göre bir alt-gruptur. Ama bu iki alt-grup, 
yani birim eleman ve grubun tamamı cok basit ve özellik- 
siz alt-gruplardır, onları saymasak daha iyi olurdu, ama 
genelliğin hatırı için onlar da sayılır ve onlara aşikâr alt- 
gruplar denir. Bu hesapça, elipsin simetri grubunun beş 
tane alt-grubu var, ikisi aşikâr. Rüzgârgülünün de bir tane 
aşikâr olmayan alt-grubu var. 

Alt-grupların çok ilginç bir özellikleri var. Her alt-grup 
hemen kendine yandaşlar toplayıp büyük grubu par- 
selliyor. A bir grup, BC A bir alt-grup ve a € A olsun. 
B'nin elemanlarının hepsini soldan a ile çarpıp, A için- 
de bir altküme oluşturabiliriz. Buna B'nin bir sol-yandas 
kümesi deniyor (ya da B'nin a-sol-yandaş kümesi) ve aB 
(ya da a.B) şeklinde gösteriliyor. Örneğin, A'nın birimi 
e ise, B'nin e-sol-yandaş kümesi B'nin kendisidir. Şimdi 
A'dan iki eleman alsan ve B'nin bunlara göre sol-yandaş 
kümelerini alsan, basit olmakla birlikte şaşılacak bir du- 
rum ortaya çıkıyor: Bu iki sol-yandaş küme ya tamamen 
aynı küme oluyor, ya da bu iki sol-yandaş kümenin ortak 
hiçbir elemanı bulunmuyor. Bu sana kolay bir alıştırma 
olur. Şimdi buradan hemen güzel bir sonuç çıkarabiliriz: 
A grubu sonlu ise, tabii o zaman B de sonlu olacak, B'nin 
bir yandaş kümesinin eleman sayısının B'nin eleman sa- 
yısı kadar olduğunu görebilirsin, bu yandaşlar birbirine 
değmeden A'nın tamamını kaplıyorlar (bunu da hemen 
görebilirsin), o halde? 

Çekirge: Vay canına! A'nın eleman sayısı B'nin eleman 
sayısının bir tam katı! 

Çerçi: Çok güzel! B'nin eleman sayısı A'nın eleman sa- 
yısını bölüyor! Artık 19 tane elemanı olan bir grubun kaç 
tane alt-grubu olacağını bulabilirsin. Tabii önce 19 elema- 
nı olan bir grup bulmayı sana bırakıyorum. 
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Çekirge: Çok kolaymış. Rüzgârgülünü 19 kanatlı alı- 
nm. 

Çerçi: Sen de rüzgâr gibisin. 

Çekirge: Sol-yandaşlar var da sağ-yandaşlar yok mu? 

Cevap 42: Olmaz olur mu! Bundan tabii ne olabilir. 
B'nin elemanlarını sağdan a ile çarparsın. A grubu değişme- 
li ise, B'nin sol-yandası, sağ-yandaşı fark etmez. Lakin A de- 
ğişmeli değilse, B'nin sol-yandaslarıyla sağ-yandaşları farklı 
olabilir, yani bir B alt grubunun a-sol-yandas kümesi ile 
a-sağ yandaş kümesi farklı olabilir. Ama bu sol ve sağ yan- 
daş kümeler her a € A için aynı iseler, bu durum çok özel 
ve önemli bir durumdur ve durumda B alt-grubuna normal 
bir alt-grup denir. Bunun önemi de şuradan kaynaklanır 
ki, normal bir alt-grubun yandaş kümelerini yeni bir küme 
(yandaş kümelerin kümesi) olarak düşünüp, bu kümeyi de, 
gene işlemini A'dan miras olarak devralan bir gruba dö- 
nüştürebilirsin. Bunun için, iki yandaş küme verildiğinde, 
onlardan birer eleman seçip, onları A içinde çarpıp, sonra 
da çıkan elemanın bulunduğu yandaş kümeyi alabilirsin. 
Bu suretle oluşan yeni gruba, A grubunun B alt-grubuna 
göre bölüm grubu denir. Bölme işlemi çoğu zaman bölünen 
modelden daha ilginç modeller yaratır. Bu durumda, kendi 
kendisinin e-yandaş kümesi olan B alt-grubu, elemanları 
artık B'nin yandaşları olan bölüm grubunun etkisiz elema- 
nıdır. Yandaşlar bir bakıma bağımsız tüzel kişilik kazanıp, 
bu yandaşlara vücut veren alt-grubu etkisiz kılmaktadırlar. 
Basit gruplar bu tür bir bölme işleminin mümkün olmadı- 
ğı gruplardır; daha doğrusu, A grubunu sadece aşikâr alt- 
gruplarına bölebilirsin. Ama o zaman da bir şey elde etmez- 
sin zaten: Sadece birim elemanı içeren alt-gruba bölersen, 
hiç bölmemiş gibi olursun; bütün gruba bölersen, geriye 
bir şey kalmaz, daha doğrusu, bölüm grubu olarak sadece 
kendi biriminden oluşan bir grup bulursun, çünkü bütün 
A tek bir yandaş kümeye dönüşmüş olur. Tekrar söylemek 
gerekirse, bir A grubuna, (apaçık normal olan) aşikâr alt- 
grupları dışında, normal bir alt-grubu yoksa, basit bir grup 
diyoruz. Biraz önce sözünü ettiğimiz sınıflandırma, işte bu 
anlamda basit olan sonlu grupların sınıflandırılmasıydı. 
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Matematigin Evriminin 
iki Damarı 


Bu grup işinde tarihsel gerçeği biraz çarpıttığım için 
beni bağışla. Biz önce gerçel sayılardan balast atarak ci- 
simlere ulaştık (bu tarihsel gerçeğe aşağı-yukarı uyuyor), 
sonra da cisimlerden balast atarak gruplara ulaştık, ama 
gruplara tarihsel olarak böyle ulaşılmadı. 1870'lerde grup 
kavramını öne çıkararak geometriye bakışımızı değiştiren 
ve belli bir geometri türünü (Öklid geometrisi, “projektif 
geometri” vs. gibi) “belli bir grup altında değişmez kalan 
özellikleri inceleyen bilim dalı” olarak tanımlayan Felix 
Klein bile, ileri yaşlarında, hafif alaycı bir tonda, aşağı yu- 
karı şöyle diyordu: 


“Bizler için bir grubun elemanları “operasyonlardı 
(permütasyonlar, dönüşümler). Ama şimdiki genç- 
ler, o solukyüzlü(!) tanımlarında, “herhangi şeylere’ 
grup elemanı olarak izin veriyorlar, yeter ki bir ikili 
işlem tanımlanmış olsun ve o dört özellik sağlan- 
sın!” 


[Klein, eskiden yapıldığı gibi, ikili işlemin “kapalılığı- 
nı” (yani grup olacak kümeye ait iki elemanın “çarpımı- 
nın” gene kümeye ait olmasını) birinci koşul olarak alı- 
yordu. Bugün bunu, diğer yapı tiplerinde de olduğu gibi, 
bir aksiyom olarak değil, yapıyı tarif eden unsurlardan 
biri olarak alıyoruz. “Şöyle şöyle bir şeyler verilmiş olsun, 
ve bunlar şöyle şöyle aksiyomları sağlasınlar” şeklinde bir 
çerçeve kullanıyoruz. | 

Klein bu tanıma veriştirmeye devam ediyordu: 


“Düşgücüyle bağları tamamen koparılmış olan bir 
tanım. Buna karşılık mantıksal iskelet iyice kazınıp 
meydana çıkarılmış. Kesin ispatlar yapmak için çok 
iyi, ama keşif yapmaya yaramaz! Bu tanım, bitmiş 
bir gelişmenin son adımını temsil eder. Bu tanımla 
güzel ders verebilirsin, kusursuz ve basit ispatlar ya- 
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pabilirsin, ama bitmiş bir işle karşı karşıya bırakılan 
öğrenci, durduk yerde bu tanımın nerden çıktığını 
anlamaz ve hiçbir şey de tasavvur edemez. Bu tanım 
düşünmeye özendirmez. Sadece dikkat edeceksin, 
sakın ha o dört emre karşı gelmeyesin!” 


Klein'ın ilgili paragrafının biraz serbest bir çevirisi böy- 
le. Ama zannetmeyin ki ben bu edayı verdim, ben onun 
edasına yetişemem (Klein, s.335-336). Klein zaten aksi- 
yomatik yöntemi, matematiğin yeterince olgunlaşmış bir 
olgular alanının sistematizasyonu için anlamlı ve fayda- 
lı görüyor, ama diğer yandan da, hızla çoğalmakta olan 
yeni yapı tiplerinin hangi savaşta ne işe yarayacağı belli 
olmayan bir silah deposuna dönüşmekte olduğunu söy- 
lüyordu. Klein çapında bir adamın, gruplar aşağı-yukarı 
bugünkü şekliyle tanımlandıktan on yıllar sonra böyle 
düşünüyor olmasını, üzerinde çok düşünülmeye değer 
bir husus olarak görüyorum. 

Tarihsel olarak grupların keşfine götüren olayların di- 
namiğine şu noktada giremesem bile, gene de çok kısa 
olarak da olsa, bir iki şey söyleyeyim. 

Matematiğin son 2500 yıllık evriminin iki ana damarı 
var. Biri şekillerin (geometrinin) evrimi, diğeri sayıların 
(denklemlerin, cebirin) evrimi. Geometri daha erken ol- 
gunlaştı; belki de bu nedenle ve Öklid'in herkesi hayran 
bırakan katı sistematiği nedeniyle, mutasyonlara daha ka- 
palıydı, ama sonunda kabuk büyük bir gürültüyle çatladı. 
19. yüzyıl başlarındaki bu deprem, matematiği yeniden ya- 
pılandıran bir metamorfoza yol açtı ve yüz sene içinde bü- 
tün matematik bir aksiyomatik yapılar bilimine dönüştü. 

Sayıların evrimi biraz daha avare oldu. Onlar, düzlem 
ya da uzay geometri gibi tam olarak zapturapt altına alın- 
mamışlardı. Tabii ki sayı diye bir şey vardı, ama görünen o 
ki, her eski uygarlığın kendine göre bir sayı anlayışı vardı. 
Her göz neticede şekilleri az çok aynı biçimde algılıyor, 
bu konuda milyonlarca yıllık deneyimimiz var, ama kü- 
çük doğal sayıları aşan sayı algımız ve tasavvurumuz belki 
ancak beş-on bin yıllık. Geometri mabedinin mimarları 
olan Eski Yunanlılar negatif sayılara yabancıydılar. Öklid, 
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Vi bile sayıdan saymıyordu. Bunu düşününce, hazırladığı 
şairler antolojisine Nedim'i koymayan bir şaire Nedim'in 
verdiği cevabı hatırlamadan edemiyorum: 


Zâhirde eğerçi cümleden ednâyız 
Erbâb-ı nazar yanında lik a&'lâyız 
Saymazsa hisaba n'ola ahbâb bizi 
Zaten sayılar içinde müstesnâyız 


(Pardon, son dize Biz zümre-i şâiranda müstesnâyız ola- 
caktı.) 

Oysa Hint ve Çin Uygarlıklarının daha o dönemde ne- 
gatif sayı kavramına ulaşmış oldukları anlaşılıyor. Buna 
karşılık Eski Yunanlılar, Doğu Uygarlıklarında karşılığı- 
nı görmediğimiz büyük bir keşif yapıyorlar: Ortak ölçü- 
lü olmayan büyüklükler. Bana göre, eski zamanların en 
büyük keşfi! Bu benim önyargım tabii. Ama düşünebi- 
liyor musun, öyle iki doğru parçası düşünüyorlar ki, ne 
kadar küçük başka bir doğru parçasını bir ölçek olarak 
alırsan al, bu iki doğru parçasının her ikisi birden bu ölçe- 
ğin birer tam katı olamıyorlar. Ne kadar küçük bir ölçek 
alırsan al! Birisi bu ölçeğin tam katı olsa, öteki olamıyor. 
Bu bana fantastik geliyor. Zaten bu keşfi yapanın da Eski 
Yunan'ın harmonik düşünce dünyasını altüst ettiği için 
suda boğulup öldürüldüğü yolunda rivayetler var. Rivayet 
deyip geçme. Yani böyle bir şey olmadıysa bile, demek ki 
en azından böyle bir ceza adama reva görülüyor. Kurulu 
düzene karşı çıkmak hiçbir zaman cezasız kalmamış (Bu 
keşfin muhtemelen düzgün beşgen üzerinde nasıl yapıl- 
mış olabileceğine dair detay için Karagöz Akademisi'nin 
“Pentagon'un Sırları” bölümüne bakabilirsin). 

Yunanlıların irrasyonel sayılarıyla Doğu'nun sıfırı ve 
negatif sayıları, önce Orta Zaman'da ve Orta Dünya'da, 
sonra da Rönesans Avrupa'sında gerçel sayılara doğru ev- 
rilirken, Babil'den beri çözülemeyen üçüncü dereceden 
denklemler, Ömer Hayyam'dan 400 sene kadar sonra ve 
görebilmiş olsaydı bu rinde bile dizlerinidövdürecek kadar 
kolayca, aralarında matematik düelloları yapan İtalyanlar 
tarafından çözülüyor. 1535'de Fior (Fiore) ile Tartaglia 
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arasında Venedik'te yapılan bir düelloda. Ama görünen o 
ki, bu soru Fior'un 1526'da ölen hocası del Ferro tarafın- 
dan (herhalde 20-30 sene önce) çözülmüştü ve bu gerçek 
sır gibi saklanıyordu. Fior düelloda Tartaglia'ya, nasılsa 
çözemez diye, 30 tane üçüncü dereceden (ve hepsi aynı 
tipten) denklem soruyor. Tartaglia da Fior'a 30 tane çeşitli 
tipten sorular. Düellodan sonra büyük hekim ve yetenekli 
matematikçi Cardano, düelloyu kazanan Tartaglia'ya hem 
üst perdeden havalar atıp, hem yalvarıyor, bana çözümü 
söyle diye. Tartaglia çok nazlanıyor. Sonunda, kimseye 
söylememesi için yeminler ettirerek çözümü söylüyor, 
ama bir şiir şeklinde ve içine bir yanıltma da katarak! 


Quando chel cubo con le cose appresso 
Se agguaglia a qualche numero discreto 
Trouan dui altri differenti in esso. 


Dapoi terrai questo per consueto 
Che’llor produtto sempre sia eguale 
Alterzo cubo delle cose neto, 


El residuo poi suo generale 
Delli lor lati cubi ben sottratti 
Varra la tua cosa principale. 


(Siirin tamamı toplam 25 satır. Tartaglia bu ilk 9 satır- 
da x’+ px = q denkleminin çözümünü anlatıyor. Devamın- 
da xX? = px + q ve X? + q = px denklemlerinin çözümlerini. 
Kafiye düzeni aba, bcb, cdc,...) 

Siir, çevrilince kaybolan şeydir denir ya. Ama gene de bu 
tarihsel şiiri, en azından veznini, kafiye düzenini ve an- 
lamını koruyacak şekilde çevirebilecek saklı bir yetenek 
vardır muhakkak. Papağan Teorem nde bunu mahvetmiş- 
ler. Bilmem yazarı, bilmem çevirmeni. 

Ben, Friedrich Katscher'in İngilizce çevirisinden yarar- 
landım: 


When the cube with the cose <unknowns> beside it <X + px> 
Equates itself to some other whole number, <= q> 

Find two other <numbers>, of which it is the difference. <u — v = q> 
Hereafter you will consider this customarily 

That their product always will be equal <uv => 

To the third of the cube of the cose net. o <wrong; p°/3, instead of (p/3)°> 
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Its general remainder <the difference> then 

Of their cube sides <cube roots>, well subtracted, fu} — N fv}> 

Will be the value of your principal unknown. <=x> 

(Tartaglia'nın tuzağı: cube of the third yerine mahsus 
third of the cube diyor, sırrı verirken bile içine yeni bir 
sır katıyor: üçte birin küpü diyeceğine, küpün üçte biri 
diyor! Bu da tabii Cardano'ya zorluk çıkarıyor.) 

Ben bu çeviriye bakıp şöyle çok çok serbest bir şey uy- 
durdum: 


Küp'e şey'den ekledin (+ px) 

Bir sayıda bekledin =q) 

Bu sayı iki cin’in (u, v) 

Farkı ile verilsin (q=u-v) 

Cinleri carptıgında (uv) 

Dönüp bir baktığında 

Şeyin vardır ya ipi (p) 

Onun üçte bir küpü! (uv = (ZY, Cardano a anladı!) 
Küpköklerinin farkı (Yu-Yv) 

Iste felegin carkı! (x=Yu-Vv) 


İnanmazsan yerine koyup doğrula! (Bilinmeyen’e, 
Harezmi'den beri şey deniyor, o dönemde cebirle uğra- 
şanlara şeyci deniyordu.) 

Çekirge: Hemen kontrol edeyim... 

a= Yu veb = ?/y alarak (a-b)’=a’- 3a?b + 3ab?- b’özdes- 
liğini bir deneyeyim. Bu özdeşliği (a - b)’= a’- b*-3ab(a-b) 
şeklinde de yazabilirim.x=a-b, a’=uve b’=v olduğundan, 
x’=u-v-3abx olur. uv = (5) olduğundan, a’b’ = (3), yani 
ab = 2 olur; diğer yandan, u - v = q olduğundan, x’=q-px, 

yani x’+ px = q oluyor. Harika! Bu x, denklemi sağlıyor. 
Ama x'i tam olarak bulmak için cinleri de bulmam gerek... 
Farkları ve çarpımları bilinen iki sayı... Kolay, onları da 
ikinci dereceden bir denklemin kökü olarak bulabilirim. 
Üçüncü dereceden denklemin bir kökünü bulmuş olduk. 
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Artık bir bölme işlemiyle ikinci dereceye geçer, bütün 
kökleri bulurum. 

Çerçi: Tabii başına bir iş gelmezse. Bazen cinlerin bu- 
lunması sırasında, varlığı baştan apaçık bilinen bir kök 
yerine, negatif bazı sayıların karekökü cinsinden garip ifa- 
deler geliyordu. Bunlara anlam verilmesi, matematikçileri 
yeni ve büyük bir maceraya sürükleyecekti. İkinci derece- 
den bazı denklemlerin kökünün olmaması insanları hiçbir 
zaman rahatsız etmemiş ve onlara kök yaratmak için yeni 
sayı tiplerinin aranmasına yol açmamıştı. Ama bu du- 
rumda, kendi kurguladığın ve kökünü bildiğin basit bir 
denklemi çözmeye kalkınca başına tuhaf işler geliyordu. 
Kendisiyle çarpıldığında negatif değerler veren sayılar... 
Olacak iş değil. 

Hadi o da bir tarafa da, bu kadar basit bir çözüme, cebri 
yaratan doğu dünyasında neden ulaşılamadı? Üstelik sö- 
zel ifadelerden sembolik ifadelere geçildi de manipülasyon 
olanakları arttı falan da değil. Adam işte bir şiire sıkıştı- 
rıyor. Ömer Hayyam âlâsını yazıyordu. Ama bu denklem 
Bağdat'ta, Nişabur'da değil, Bologna'da ve Venedik'te çö- 
züldü. Bu olay beni hasta ediyor! Yani hem gıpta ediyo- 
rum, hem de anlamakta çok zorlanıyorum. O Kuzey İtal- 
ya şehirlerinin ne özelliği vardı? Birtakım matematikçiler 
ortaya para koyup düello yapıyorlar. Görülmüş şey değil. 
Bunu gençliğimde duyduğumda sanırdım ki, o dönemler- 
de sanatçıları koruyan aristokrat aileler matematikçileri 
de himaye ediyorlar ve onları özendirmek için ortaya para 
koyuyorlar. Matematikçinin ne parası olacak zaten. Ama 
sonra öğrendim ki hiç alakası yok. Parayı matematikçile- 
rin kendileri ortaya koyuyor. Üniversiteden aldığı maaşı 
ya da özel derslerden kazandığı parayı. Bazen de diyor- 
lar ki, kaybeden taraf, kazanan tarafa ve arkadaşlarına 30 
kere akşam ziyafeti verecek! 

O sıralar Avrupa hareketli tabii. Leonardo geldi geç- 
ti. Luther ortalığı yıktı. Cortez de gitti Aztekleri yıktı. 
İspanya'ya altın akıyor. Bu aklıma gelince, hemen baş- 
ka bir resim de geliyor: Birkaç Kızılderili, her nasılsa ele 
geçirdikleri bir İspanyol askerinin ağzına, sanki “Al işte, 
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altın mı istiyorsun, al sana, kana kana iç!” dercesine eri- 
tilmiş altın döküyorlar. Akan altın saraylara dönüşüyor, 
ama İspanya'da matematik düellosu görmüyoruz. Bu 
Milanolu, Venedikli, Bolognalı, Brescialı adamların der- 
di ne? O sıralar biz de bir cihan devletiydik ve Macarları 
yeni yenmiştik. Ama bizde de “Hangi sayının küpüne bu 
sayının üç katını eklersen 10 eder?” gibi küçük işlerle uğ- 
raşacak ulema yoktu. Şairler şiirlerini sunup, ihsanlarını 
alıyorlardı. Kuzey İtalya'da bu sorular neden ilgi görüyor- 
du? Halk ve özellikle ileri gelenler bu düelloları merakla 
izliyor, o yöredeki üniversite senatoları atama kararlarını 
bu düelloların sonuçlarına göre veriyorlardı. Bu nedenle 
de bilgi kıskançlıkla korunan özel mülkiyet nesnesiydi. 
Bu silahşörlerin, yeni keşfettikleri gerçekleri yayımlaya- 
rak meslektaşlarıyla paylaşmaları ve bunun onuruyla ye- 
tnme olgunluğuna ulaşmaları biraz zaman aldı. Bunda 
Tartaglia'nın Cardano ile olan kan davası ve Cardano'nun 
vizyoner tavrı da etkili oldu herhalde. Tabii o zaman da 
atama kararları bu yayınlara göre verilmeye başlandı. 
Ama yayının kıymet ifade etmesi için de onu zamanın- 
da anlayacak insanlara ihtiyaç vardı. Yoksa Abel gibi bir 
adam 19. yüzyıl başlarında bile iş bulamayıp veremden 
ölebiliyordu. 

Tartaglia, Cardano'ya yemin ettirirken, bu çözümü 
kendi yazacağı bir kitapta açıklayacağını söylüyordu. 
Ama aradan 10 yıla yakın zaman geçmiş, Tartaglia hâlâ 
bu kitabı yazmamıştı. Bu arada Cardano bu denklemlerin 
daha önce del Ferro tarafından çözülmüş olduğunu öğ- 
renmiş, ve Bologna'ya gidip, del Ferro'nun gene matema- 
tikçi olan damadında bulunan notlarını incelemiş, denk- 
lemlerin gerçekten çözülmüş olduğunu görmüştü. Şimdi 
sen Cardano'nun yerinde olsan ne yapardın? 

Çekirge: İşte bu çok zor bir soru! 

Çerçi: Cardano, 1545'de Ars Magna (Büyük Sanat) 
başlığını taşıyan bir kitap yazıp, üçüncü (ve dördüncü) 
dereceden denklemlerin çözümünü açıklıyor! Cardano, 
Avrupa'da derhal büyük yankı uyandıran bu kitapta, çö- 
zümü ilk olarak Tartaglia'dan almış olduğunu açıkça be- 
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lirtiyor ve çözümün daha önce del Ferro tarafından bu- 
lunmuş olduğunu da ekliyor. Dürüst bir kredilendirme. 
Ama diğer yandan, Tartaglia'ya verdiği sözü de tutmamış 
oluyor. Sen misin benim sırrımı fâş eden! Tartaglia ateşler 
püskürüyor. 

Dördüncü dereceden denklemleri, Cardano'nun çö- 
zümü öğrenmesinden kısa süre sonra, öğrencisi Ferrari 
çözüyor. Hocasına çok bağlı olan Ferrari, Tartaglia'yı dü- 
elloya davet ediyor. Ve meydan okuma yazısını, bilgi için, 
Venedik'te ve Milano'da ve Floransa'da ve Bologna'da ve 
Padua'da ve Pavia'da ve Pisa'da ve Verona'da ve Ferrara'da 
ve Roma'da ve Salerno'da bulunan 53 matematikçiye de 
gönderiyor. Buradan, o tarihlerde İtalya'nın nerelerinde 
toplam ne kadar matematikçi olduğunu da öğrenmiş olu- 
yoruz. Maaşallah demek lazım. 1548'de Milano'da yapı- 
lan düello Tartaglia için hüsranla sonuçlanıyor. Tartaglia 
operası neden hâlâ yazılmadı? Üstelik bu adam, henüz 
çocuk yaşındayken, 1512'de Fransız Ordusu'nun Brescia 
Kenti'nde yaptığı katliamdan başına ve yüzüne aldığı kılıç 
yaralarıyla zor kurtulmuştu. Niccolo'ya, bu nedenle keke- 
me kaldığı için Tartaglia (kekeme) diyorlardı. 

İkinci dereceden denklemler (bugün ax + bx + c= 0 
şeklinde gösterdiğimiz denklemler) esas itibariyle geç- 
Sumerler ve Babilliler zamanında çözülmüştü, fakat üçün- 
cü dereceden denklemler (bugün ax’ + bx? + cx + d = 0 şek- 
linde gösterdiğimiz denklemler), pek özel haller dışında, 
3500 senedir direniyordu. Bu denklemlerin çözümü, o 
zamana kadar akıllardan hayallerden geçmeyen, daha bir- 
kaç yüz sene de en büyük zihinlere bile kabulü kolay gel- 
meyecek yeni bir “sayı” türünü matematikçilerin kucağına 
bıraktı: İmajiner sayılar! Adı bile bir şeyler söylüyor. Öte- 
kiler imajiner değil miydi? Daha negatif sayılara bile yeni 
alışıyorduk. Ama alıştığın reel oluyordu, olağan... Ama 
belki burada durum gene de biraz farklıydı, çünkü kendi- 
siyle çarpıldığında negatif sayılar veren yeni büyüklükler 
söz konusuydu. Oysa hangi gerçel sayıyı kendisiyle çar- 
parsan çarp sonuç pozitifti, ya da en azından sıfırdı. Ama 
ben gene de ataletin gücüne inanıyorum. Negatif bir sayıyı 
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yaratan zihin bunu niye yaratamasın? Belki diyeceksin ki, 
negatif olmak ters yönde olmaktır. Bir ileri, bir geri, yerine 
gelirsin. Eksinin eksisi artıdır. Tamam, güzel, artıları, eksi- 
leri topladın, peki eksiyle eksiyi nasıl carpıyorsun? Eksinin 
eksisi baska, eksi carpı eksi baska. Bu ne demek oluyor? 
Hintliler buna Euler’den 1000 sene evvel artı diyorlardı, 
ama bunun anlamı neydi? Bu iş o kadar kolay olsaydı, her- 
halde Euler gibi bir adam bir izah tarzı bulurdu, ama o 
da lafı dolandırıyordu. Yani bence eksiyle eksinin çarpı- 
mı yeterince eksantrik. Bak sen aksiyomatik bir çerçevede 
bunu ne güzel hallettin. Bunu halleden, imajiner sayıları 
neden halledemesin? Koca matematikçiler imajiner sayıla- 
rı gözlerinde neden bu kadar büyüttüler? Ama onların ak- 
siyomatik çerçeveleri yoktu tabi. Askerde bizim üsteğmen 
komut verirdi, solaaa dön, sonra tekrar solaaa dön, bir de 
bakarsın ki geriye dönmüşsün. Yani sola dönmenin karesi 
geriye dönmek. Sola dönmenin karesi eşittir eksi. Al sana 
eksinin karekökü: Sola dönmek! Ama şimdi büyük ustalara 
da ayıp olmasın. Sonradan akıllı olmak kolay tabii. Akıl 
evrimsel ve sosyal mirastır biliyorsun. 

Her neyse, biz ne diyorduk, üçüncü dereceden denklem- 
lerden hemen sonra dördüncü dereceden denklemler çö- 
züldü (yani Ferrari çözdü) (bugün ax*+bx’+cx’+dx+e=0 
şeklinde gösterdiğimiz denklemler; hep “bugün şöyle gös- 
terdiğimiz” denklemler diyorum, çünkü gösterimde de 
akıl saklı, bunu çözmüş olanların bunu hangi sembollerle 
göstermiş olduklarını görsen, bunu nasıl çözmüşler der- 
din). Çözüldü derken de, denklemin köklerinin, toplama, 
çıkarma, çarpma, bölme ve kök alma işlemleri (Y, % gibi) 
kullanılarak katsayılardan elde edilebilmesi anlaşılıyordu. 
(Buna daha sonra, denklemin “radikallerle” çözülmesi de- 
necekti.) 

Artık bundan sonra hic kimse matematikcileri besin- 
ci (ve daha yüksek) dereceden denklemleri cözmekten 
alıkoyamazdı. Ama bu denklemler matematikcilere 250 
sene kök söktürdü. Önce Kuzey’in kadersiz cocugu Abel 
(hatta ondan önce, belki kanıtı biraz eksik de olsa, Ruffi- 
ni), sonra da trajedisi dillere destan protest-cocuk ve dip- 
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düşünür Galois, 19. yüzyıl başlarında, Öklidyen olmayan 
geometriler devrimiyle neredeyse eşzamanlı, beşinci ve 
daha yüksek dereceden denklemlerin köklerinin, katsayı- 
lar cinsinden ve sadece dört işlemi ve kök almayı kullanan 
genel bir formülle verilemeyeceğini gösterdiler. 

Çekirge: Bana bunda bir yanlışlık var gibi geldi. Bazı 
beşinci dereceden denklemler pekâlâ çözülebilir görünü- 
yor. Örneğin xw - 1 - O denklemini alalım. x = 1 bu denkle- 
min apaçık bir çözümüdür. Biz böyle bir durumda soldaki 
polinomu x - 1'e bölüyorduk. O zaman geriye dördüncü 
dereceden bir denklem kalır. Onların da çözülebildiğini 
söyledin. Demek ki sonuç olarak x’- 1 = O denklemi de 
çözülebilir. 

Çerçi: Çok güzel bir gözlem Çekirge. Ama benim 
söylediğim, genel bir formülün verilemeyeceği idi. 
Hani ikinci dereceden denklemleri çözüyorsunuz ya, 
ax + bx + c = 0 denkleminin kökleri x2x(<bFV...)/.. 
falan diye, işte beşinci ve daha yüksek dereceden denk- 
lemler için, öyle hemen verilen katsayıları yerine koyup 
kökleri x, , , , > * diye bulabileceğimiz bir formül yok. 
Ama özel bazı denklemler pekâlâ çözülebilir ve Galois'nın 
yaptığı, tam da hangi denklemlerin çözülüp, hangilerinin 
çözülemeyeceğine dair çok incelikli ve organize bir kav- 
rayış ortaya koymaktı. 

Bu probleme yaklaşırken polinomların katsayılarının 
“nerede” olduğuna, ya da “nereden” alındığına özel bir 
ilgi göstermek gerekiyor. Sana herhangi bir cisim verilse, 
katsayıları bu cisimden alınmış polinomlar oluşturabilir- 
sin. Örneğin daha önce konuştuğumuz (tek, çift) cismini 
alıp, katsayıları bu cisimden olan polinomları göz önüne 
alabilirsin. Bu cisimde O = çift ve 1 = tek olduğunu gör- 
müştük, cismin sadece iki elemanı var ve 1 + 1 = 0. Hadi 
bakalım şimdi ikinci dereceden bir denklem için bir for- 
mül ver de göreyim. En azından, senin 


o —b*y b —dac 
= 2a 


bu payda sıfır! 
Simdi tekrar mahallemize dönelim ve katsayıları ras- 


Xız formülün çalışmaz. Çünkü artık 
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yonel sayılar olan bir polinom düsünelim. Bu polinomun 
indirgenemez oldugunu (rasyonel katsayılı ve daha kü- 
cük dereceden iki polinomun carpımı olarak ifade edile- 
meyecegini) kabul edelim. Simdi böyle bir polinomun, 
ne oldugunu bilmedigimiz, hepsi birbirinden farklı ve bir 
bakıma hep beraber bu polinomun içinde yaşayan kökleri 
var. Tabii ki bunların arasında belli ilişkilerin olması la- 
zım. Polinom çarpanlara ayrılabilseydi, bazı kökler farklı 
çarpanlarda yaşarlar ve aralarında yakın bir ilişki beklen- 
meyebilirdi. Ama indirgenemez bir polinom kapısız baca- 
sız ev gibi, kaçacak yer yok. Çok şaşırıyorum, o kökleri 
bir arada tutan ne var? Örneğin ikinci dereceden ve in- 
dirgenebilir bir polinomun kökleri mecburen rasyoneldir 
ve bu kökler arasında özel ilişkiler bekleyemeyiz, bunlar 
rasgele iki rasyonel sayı olabilir; ama ikinci dereceden ve 
indirgenemez bir polinomun kökleri rasgele iki irrasyonel 
sayı olamaz, biri rasyonel biri irrasyonel olamaz, biri ger- 
çel biri imajiner olamaz; kökler, a ve P rasyonel ve p # 0 


olmak üzere, a + /b,a— b şeklinde. 

Aslında herhangi bir polinomun kökleri ile katsayıları 
arasında tabii apaçık bazı ilişkiler var: Neticede bir 

Wa Wee kl, 

polinomunun kökleri x,, x,, **, x, ise, bu polinomu 

G-x)(X-x,):-Gc-x,) şeklinde yazabiliriz (bizi sadece 
kökler ilgilendirdiği için baskatsayıyı 1 kabul edebiliriz) 
ve ikinci ifadeyi açıp birinciyle karşılaştırırsak, köklerle 
katsayılar arasında, 

Kt X= -A 

XX+ XX++ XX + XX++ XX + +X X, =a, 

x%X%,=(-1)"a, 

seklinde bazı iliskiler buluruz. Kendi baslarına gayet 
karısık ifadeleri olabilecek olan kökler, bu esitliklerdeki 
dengeli düzen icinde biraraya gelince, masum rasyonel 
sayılar veriyorlar. Bu estetik ifadelere köklerin eleman- 
ter simetrik polinomları deniyor. Köklerin simetrik bir 
polinomundan da, köklerin bir permütasyonu altında 
degismeyen bir polinomu anlasılıyor (tabii burada gene 
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rasyonel katsayılı ve çok değişkenli polinomlardan söz 
ediyoruz). Örneğin, x? +x? +- +x} gibi. İlginç bir te- 
orem, köklerin herhangi bir simetrik polinomunun, ele- 
manter simetrik polinomların rasyonel katsayılı bir poli- 
nomu olarak ifade edilebileceğini söylüyor. Örneğin, 
tet 4m = (Xi H Xa H e H Xn)? — 2002 + XX3 + 
tat H XXn H +1) 


Demek ki köklerin bütün simetrik polinomları rasyonel 
değerler alırlar. Bu işe şöyle de bakabiliriz: Elimizde kök- 
lerin simetrik bir polinomu var, bu polinom belli rasyonel 
bir değer alıyor, kökleri bir permütasyona tabi tutuyoruz, 
polinom gene aynı değeri alıyor. Tabii gülünecek şey, po- 
linom değişmedi ki. Ama buraya kadar kökler arasında 
henüz hiçbir ayrımcılık yapmadık. Amma ve lakin, söy- 
le bir durumla karşılaşırsak ne olacak: Köklerin rasyonel 
katsayılı bir polinomu belli rasyonel bir değer alıyor, fakat 
köklere belli bir permütasyon uygulayınca, ortaya çıkan 
polinom aynı değeri almıyor! Örneğin x, + x, = 4 olsun, 
ama x, + x,= 9 olsun. Şimdi, köklerin şu permütasyonunu 
düşünelim: x, ve x, yer değiştirsin, x, ile x, yer değiştirsin, 
diğer bütün kökler de yerinde kalsın. Bu permütasyonu 
x, + x, polinomuna uygularsak, x, + x, polinomunu bu- 
luruz, ama o maalesef başka bir değer alıyor. İşte kökler 
arasındaki rasyonel katsayılı bazı (asimetrik) polinomyal 
ilişkiler, köklerin bir permütasyonu altında korunmuyor- 
sa, bu olgu, kökler arasında bir tür hizipleşmelerin ortaya 
çıkması gibi yorumlanabilir ve (başka durumlarda da gö- 
rüldüğü gibi) bu hizipleşmeler, “çözülmeye” yol açabilir! 

Hizipleşme olgusu, Galois tarafından çok yaratıcı bir 
şekilde kullanıldı. Köklerin permütasyon grubuna (bu 
tabii n tane elemanı olan herhangi bir kümenin simetri 
grubu ile eş-yapılı) S, diyelim. Hiziplesmeleri uzlastırmak 
için, Galois bir taviz veriyor: Bütün permütasyonlara izin 
vermek yerine, sadece, kökler arasındaki rasyonel katsa- 
yılı herhangi bir polinomyal ilişkiyi, gene geçerli başka bir 
ilişkiye dönüştüren permütasyonlara izin veriyor. Tabii 
bu türden “uzlaşmacı” permütasyonlar da bir grup oluş- 
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turur (büyük S, grubunun bir alt-grubu). Bu gruba, yara- 
tıcısına atfen, verilen rasyonel katsayılı ve indirgenemez 
polinomun (köklerin sadece farklı olması da yeterli aslın- 
da) Galois grubu diyoruz. Kökler arası hizipleşme ne ka- 
dar “çoksa”, Galois grubu da o kadar “küçük” olur. Şim- 
di, Galois'nın büyük keşfi şuydu: Polinomun köklerinin, 
katsayılar cinsinden, toplama, çıkarma, çarpma, bölme ve 
kök alma işlemleriyle elde edilip edilemeyeceği, yani poli- 
nomun radikallerle çözülüp çözülemeyeceği, polinomun 
Galois grubuna bakarak söylenebilir! 

Çekirge: Şimdi nasıl demiycem. 

Çerçi: Yok, yok, çok goley, çok zor. Verilen polinomun 
Galois grubunu G ile gösterelim. Polinomun radikallerle 
çözülebilmesi için gerek ve yeter koşul, G grubunun şöyle 
bir özelliğe sahip olması: G'nin, 

G,= le Ge G,C Wi GS G,S E G€ G= G 
şeklinde iç içe geçmiş öyle bir alt-gruplar sistemi olacak 
ki, k = 1, 2, +, K için, G, alt-grubu, G, grubunun normal 
bir alt-grubu olacak ve G, grubunun G, , alt-grubuna göre 
bölüm grubu değişmeli olacak. Böyle bir gruba, “cözülebi- 
lir” bir grup deniyor. 

Çekirge: Epeyce karışık bir kosulmus. 

Çerçi: Ee, beştaş oyunu da değil tabii. Beşinci derece- 
den denklem cözüyorsun. Eulerler, Lagrange'lar boşuna 
uğraşmamış. Beşinci ve daha yüksek dereceden denklem- 
lerin radikallerle çözülememesi, beş veya daha fazla sayıda 
eleman içeren kümelerin simetri grubunun (yani permü- 
tasyon grubunun), biraz önce ifade ettiğim özelliğe sahip 
olmaması ile ilgili. Örneğin x° - 6x + 3 polinomunun Galois 
grubu S, (beş elemanlı kümenin permütasyon grubu) ve 
bu nedenle x°- 6x + 3 = O denklemini, ne kadar ugrassan 
da, radikallerle çözemezsin; ama çok uğraşırsan, örneğin 
© - 2625x - 61500 = 0 denklemini çözebilirsin (Demek ki 
bunun grubu söz konusu özelliğe sahipmiş; denklemi bir 
şekilde çözmeyi başarırsan gruba falan ihtiyacın yok tabii). 
Böyle çözümlerin nasıl şeyler olduğu hakkında bir fikir 
vermesi için sana çözümleri de yazayım (Bewersdorff): 

Tek gerçel çözüm şu: 
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Y15(5 + 4/10) + 22535 — 11/10) + /225(35 + 11/10) —75(410 — 5) 


Dört tane de kompleks çözüm var; n=1, 2, 3, 4 olmak 
üzere, bunlar da şunlar: 
SANSET + 4/10) + 


4" 
Bl5- 1+i/2V/5+/5})"3/22565— 11/10) + 


El 5—1 +i/2/5+/5)"$/225665 + 11/10) — 


(J5 -= 1+i/2V5 +5 )"3/75(4/10 - 5) 


Buradaki i, kompleks i. Gerçel çözümümüz, n = O du- 
rumu. Ben biraz da gözünü korkutmak için açık yazdım. 


1v5 -1+i/2/5 +9,35) sayısı, aslında cos729 + i sin72° 
kompleks sayısı. Bu sayının 5. kuvveti 1. Yani bu sayı 
Vin 5. kuvvetten bir kökü. Tabii 1 de I'in 5. kuvvetten 
bir kökü. Kompleks sayılar içinde Lin 5 tane 5. kuvvet- 
ten kökü var. Diğer üçü, bu sayının karesi, küpü ve 4. 
kuvveti. Kompleks sayılarla toplama ve çarpmayı bildi- 
ğin için, bunları kontrol edebilirsin. Kompleks sayıların 
çarpımının geometrik anlamını da keşfetmen lazım artık. 
Bunun örtük kalması pek hoşuma gitmiyor. Ama bu keş- 
fin zevkini senden esirgemek istemiyorum. Tanımın do- 
gallığı konusundaki bir çekincem de bununla ilgiliydi. i 
= (0, 1) demek pek kuru kalıyor. (0, 1)-(c, d) = (-d, c). 
Yani i ile çarpma, düzlemde 909 sola dönme. O üsteğ- 
menin dediği gibi. Artık şimdi her işini bırak, (a, b) ile 
çarpmanın nasıl bir dönme olduğunu bul. O zaman tabii 


(c0s2r + isin 2 = 1olur. 


(Kompleks sayıların köklerinden bahsolununca, li- 
sedeki fizik hocamız, “Püf” namıyla maruf, Sabahattin 
Ökten'i minnetle hatırlıyorum. Sabahattin Bey'in mate- 
matik hocalarını imtihan ettiği söylenirdi. Gerçi cerbezeli 
matematik hocalarımız da vardı ama, bazen muzip, ba- 
zen düşünceli bir çehreyle dolaşan Sabahattin Bey'in sağı 
solu belli olmazdı. Bir defasında ben de bir rastlantıyla 
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onun birkaç matematik hocasına “Tamam, -1’in karekökü 
i; peki, söyleyin bakayım, i'nin karekökü ne?” diye sordu- 
gunu duymuştum. Herhalde bir tereddüt görmüş olmalı 
ki, eklemişti: “Yazıp bakıcaksınız, a * bi'nin karesi eşittir i 
deyip, a'yı, byi cözüceksiniz!” O dönemin hocaları devlet 
gibi adamlardı.) 

Demek kidenklem çözümlerinde de görünüşe aldanma- 
mak lazım. Basit katsayılı bir denklem çözülmüyor, ama 
daha zor görünen bir denklem çözülüyor. Şimdi beşinci 
dereceden bir x’ + a x*+ a,x’+ ax’ + a,x + a,= 0 denklemini 
alsaydık, rasyonel sayıların sıralı-beşlilerinin uzayı Q”de 
bütün köklerin farklı olduğu (a,, a,, a, a,, a.) noktalarını 
göz önüne alsaydık, bu noktalardan her birinin üzerine, 
ilgili Galois grubunu koysaydık, ya da böyle her noktayı, 
ilgili Galois grubunun es-yapı tipine bağlı olarak farklı bir 
renkle boyasaydık, ne güzel bir resim ortaya çıkardı! Bu 
galiba biraz soyut bir resim olurdu. Matematikçilerin re- 
simleri böyle oluyor işte. Bu resmi ikinci dereceden denk- 
lemler için “rasyonel düzlemde” yapsan, ne güzel olurdu. 
Senin için küçük bir alıştırma. Matematikçiler bu resim- 
leri pek severler. Tek değişkenli polinomlardan sıkıldın 
mı, geç çok değişkenli polinomlara. Onları çöz. Al sana 
cebirsel geometri. Bir derya! Mesela, x?4 y?-1. Bunun çö- 
zümü nasıl bir şey biliyorsundur herhalde. Ama sanırım 
gerçel düzlemde. Bir de rasyonel düzlemde çözmeyi dene 
istersen. Ya da başka bir örnek: x? 4 y’+ z’ = 0. Uzayda bu 
denklemi sağlayan (x, y, z) gerçel sayı üçlülerini bulmaya 
çalış ve kırmızıya boya. Sizin nesil bilgisayar nesli zaten. 
İstersen daha çok değişken de alabilirsin (ve birden fazla 
polinom). Mesela beş değişkenli bir polinom: x? + y% + z? 
+t°+ u”=0 denkleminin çözümleri nasıl acaba? Değiş- 
kenler gerçel sayı olsun istersen. Ya da kompleks, daha 
iyi. Ama bu örnek pek tekin değil. Brieskorn adında bir 
matematikçi bu denklemi yazıp, çözmüştü. Ortaya acayip 
egzotik bir resim çıkmıştı. Her neyse. 

Galois teorisine dönersek, bu teori, örtük olarak cisim- 
leri, açık olarak da grupları cebirin merkezine oturtmuş- 
tu. Yayılması ve özümsenmesi birkaç on yıl alsa da, Galois 
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teorisi, sonunda bütün matematiğe damgasını vuracak bir 
dip-dalgaydı. 

Matematiğin iki büyük damarının evriminin, 1830 ci- 
varlarında, şaşılacak kadar yakın bir eşzamanlılık içinde 
büyük bir sıçrama göstermiş olması bana nedense hep bi- 
raz tuhaf ve düşündürücü geliyor. Görebildiğim kadarıy- 
la, bu iki büyük ayıkmanın, yani geometrideki ve cebirde- 
ki devrimlerin, eşzamanlılığı için bir nedensellik de yok. 
Yani bunların bir şekilde birbirini etkilediği, tetiklediği 
gibi bir durum görünmüyor. Zaten bu devrimlerin karak- 
terleri de oldukça farklı. Tabii ki tahmin edebileceğimiz 
veya edemeyeceğimiz şekilde, bazı büyük zihinler içinde 
matematiğin bu iki büyük sorusunun birlikte yaşamış ol- 
ması lazım. İki devrimin bazı önderlerinin başka alanlarda 
da çok önemli bulguları var. Büyük zihinler tekin değildir, 
bu konular (5. dereceden denklemle, paralellik aksiyonu) 
bu zihinlerde birbirlerini nasıl etkilediler bilemiyorum. 
Her neyse, söylemek istediğim o ki, cebirle geometri ara- 
sındaki bağlar epeydir gündelik kullanımda olduğu halde, 
gene de bu devrimler cebirin ve geometrinin kendi iç di- 
namiklerinin birer sonucu olarak ortaya çıktı. Belki 19. 
yüzyıl başlarında matematikte ulaşılan olgunlaşma düzeyi 
bu paralel devrimleri mümkün kıldı. Bilemiyorum. Bu dö- 
nem, diferansiyel ve integral hesabın da zapturapt altına 
alınma kaygısının ortaya çıktığı dönemdi. Tabiattan kö- 
ken alan bu şekiller ve sayılarla bu kadar uğraşmaya me- 
raklı insanlar, bir kere bu yola girdikten sonra, er veya geç, 
sayıları ve denklemleri kurcalarken cisim kavramına ve 
grup kavramına, şekilleri kurcalarken Öklidyen-olmayan 
geometri kavramına ulaşacaklardı. Ama bu kavrayışlar peş 
peşe geldi ve matematiği reforme etti. 

Cebirin devrimcileri, gerçel sayıların toplamaya, çıkar- 
maya, çarpmaya ve bölmeye göre kapalı altkümeleri olarak 
birtakım dolgun “cisim modelleri” ve sonlu bir kümenin 
permütasyonları olarak birtakım dolgun “grup modelleri” 
yaratmışlardı. Sonradan gelen “gençler”, “herhangi nes- 
nelere ve ilişkilere” izin vererek ve belli bazı özelliklere 
sahip “yapılar” olarak, bizim sıska model dediğimiz, cisim 
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ve grup kavramlarını yarattılar. Geometrinin devrimcileri, 
Öklidyen-geometrinin mutlak bir matematiksel zorunlu- 
luk olmadıgını göstermislerdi. Sonradan gelen “gencler”, 
“herhangi nesnelere ve iliskilere” izin vererek ve belli bazı 
özelliklere sahip “yapılar” olarak, bizim sıska model de- 
diğimiz, çeşitli tipten “geometrileri” yarattılar. Bundan 
sonra iki büyük ırmak birleşmiş ve ulu bir nehir ortaya 
çıkmıştı. Artık ne tarafa akılacağı belliydi. Matematiğin 
evrimi, o günlere kadar görülmedik biçimde ivmelendi. 
Bir patlama şeklinde yeni sıska modeller ortaya çıkmaya 
başladı. Senin “yüzükler”, bunlara halka diyorlardı, vektör 
uzayları, cebirler (bir “alan” olan “cebir”, yeni bir “yapı”ya 
da ad olmuştu), modüller, metrik uzaylar, topolojik uzay- 
lar, manifoldlar, varyeteler, ... Sadece ilk aklıma gelenleri 
söylüyorum. Bunların özellikleri üzerinde çeşitlemeler... 
Daha neler neler... Matematik hızla bir aksiyomatik yapı- 
lar bilimine dönüşüyordu. 
Bunların birkaçı hakkında kısa bir şeyler söyleyeyim. 
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Sökün Eden Yapılar 


Bugün bile hem en basit, hem de en önemli yapılar ara- 
sında sayabilecegimiz vektör uzaylarını, bir aksiyomatik 
sistem olarak 1888’de Peano tanımlamıstı (Dedekind’in 
doğal sayı aksiyomlarını verdiği yıl ve Peano'nun kendi 
doğal sayı aksiyomlarını formülasyonundan bir yıl önce). 
Ama öyle anlaşılıyor ki, bu yapıya henüz fazla ihtiyaç 
yoktu ve Peano'nun çalışması pek dikkat çekmedi. Ama 
önemli yapılar kendilerini zihinlere empoze ediyorlar 
ve bir aksiyomatik sistem olarak vektör uzayı yapısı 20. 
yüzyıl başlarında farklı matematikçiler tarafından tekrar 
tekrar keşfedildi. Bugün vektör uzayları mühendislik bö- 
lümlerinde bile birinci sınıfta okutuluyor. 

Vektör uzayı denilen şey, değişmeli bir grup, fakat bu 
grubun elemanları ayrıca gerçel sayılarla belli kurallar sağ- 
lanacak şekilde çarpılabiliyorlar (Gerçel sayıların yerine 
başka herhangi bir cisim de alınabilir, o zaman bu cisim 
üzerindeki bir vektör uzayından söz ediliyor, ama bunu 
şimdi bir kenara bırakalım). Grup değişmeli olunca, grup 
işlemini “toplama” diye düşünüp, + sembolüyle gösterdi- 
Simizi söylemiştim herhalde. Demek ki vektör uzayı denin- 
ce elimizde (elemanlarına vektörler denilen) bir V kümesi 
ve bunun üzerinde tanımlanmış bir ikili işlem (+) var ve V 
kümesi bu ikili işleme göre değişmeli bir grup oluşturuyor. 
Ayrıca bir a gerçel sayısı ve bir v E V elemanı verildiğinde, 
bu (a, v) ikilisine, V kümesinden, a-v ile gösterdiğimiz bir 
eleman karşılık getiriyoruz (yani bir Rx V —V fonksiyonu 
sözkonusu). Skalarla çarpma denilen bu işlemin şu özellik- 
leri sağlaması isteniyor (a, b E R, v, w E V): 


e a(v+w)=av+aw 
e (a+b)v=av + b-v 
e (ab)v=a(b-v) 


e ly=y 


Buradaki 1, gerçel sayıların 1’i ve sayıların toplama iş- 
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lemi ile vektörlerin toplama islemi icin aynı + sembolünü 
kullandık. İşaret sadeliği sağlamak için bu usulsüzlüge 
her zaman göz yumulur, ama neyi topladığının farkında 
olacaksın tabii, bir sayı ile bir vektörü toplarsan olmaz. 

Çekirge: Görebildiğim kadarıyla, V = R alırsak, R de- 
ğişmeli grubu gene R üzerinde bir vektör uzayı oluşturur, 
o zaman da bir sayı ile bir vektörü toplayabiliriz. 

Çerçi: Çekirge, sen adamı öldürürsün! Kusura bakma, 
biran kiminle konuştuğumu unutmuşum. Vektörlerin kü- 
mesi normal olarak gerçel sayılardan apayrı bir küme tabii. 
Vektör uzaylarının esin kaynağı, fizikçilerin üç boyutlu 
uzaydaki, bir doğrultusu, yönü ve uzunluğu olan, hız vek- 
törü, kuvvet vektörü gibi özel bir büyüklük tipiydi. Ama 
matematikçiler bir hammaddeyi ele geçirince onu hemen 
soyut bir resme çevirip tanınmaz hale getirirler. Örneğin, 
gerçel sayılar üzerinde tanımlı ve gerçel değerli, haydi bir 
de sürekli diyelim istersen, bütün fonksiyonları düşün. 
Fonksiyonları toplayabiliyorsun: (f + I) = x) + g0). 
Sürekli fonksiyonları toplarsan sürekli bir fonksiyon bu- 
lursun. Demek ki bir ikili işlem tanımlanmış oluyor ve 
seçtiğimiz fonksiyonların kümesi bu toplamaya göre bir 
değişmeli grup oluşturur. Bu fonksiyonları gerçel sayı- 
larla da carpabilirsin, (4-f) (6) = af(x), ve gene sürekli bir 
fonksiyon bulursun. Artık bir vektör uzayının malzeme- 
leri hazırdır ve aksiyomların sağlandığını hemen görebi- 
lirsin. Artık bu fonksiyonlar bizim için birer vektördürler. 
Peki bunların uzunluğu (boyu, şiddeti) ne? Öyle bir şey 
yok. Vektör uzayında uzunluk diye bir şey yok. İlle de 
istiyorsan, yeni bir aksiyomatik yapı tipi yaratmamız ge- 
rekir. Uzunluk kavramından ne bekliyorsan, bunları şart 
koşman gerekir. Uzunluğun hangi özellikleri sağlamasını 
istiyorsan, bunları yeni aksiyomlar olarak ifade edersin. 

Şimdi, (V, +, -) üçlüsü bir vektör uzayı olsun, yani V bir 
küme, üzerinde bir ikili işlem tanımlanmış (+) ve buna 
göre değişmeli bir grup oluşturuyor; ayrıca gerçel sayılarla 
bir çarpma tanımlanmış (9) ve ilgili aksiyomlar sağlanıyor. 
Bunlara ek olarak, her vektöre, bunun “uzunluğu” (ya da 
boyu veya şiddeti) olarak düşündüğümüz bir gerçel sayının 
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karşılık getirildiğini kabul edelim; yani bir V—R fonksi- 
yonu verilmiş olsun. Bu fonksiyon altında bir v vektörünün 
görüntüsünü (vektörün uzunluğunu) ||v|| ile gösterelim. 
Gene fiziksel esin kaynağını kullanacak olursak, bu fonksi- 
yonun şu özelliklere sahip olmasını isteyebiliriz: 


e Herv EV için |[v|| > 0. Ayrıca, sıfır vektörünün 
boyu sıfır olsun, ama sıfırdan farklı her vektörün 
boyu pozitif olsun. 

e HeraeR, veV için ||av|| = lal ||v|| (Burada lal sem- 
bolü, a gerçel sayısının mutlak değerini gösteriyor, 
yani a pozitifse veya sıfırsa kendisi, negatifse ters 
isaretlisi) 

e Ve meşhur üçgen eşitsizliği: Her v, w € V için 
llv + wIl < livi] + Iwll- 


(Doğru yoldan saparsan, yolu uzatırsın.) 

İşte böylece bir (V, +, -, III) dörtlüsü ortaya çıkar ki, bu 
yeni bir yapı tipidir ve buna normlanmış bir vektör uzayı 
denir. 

Vektör uzaylarının her yerde kullanılan modelleri sıralı 
gerçel sayı n-lileridir: 

V =R" = {x x) [x ER, i= 1, 2, +, n}. 

Toplama ve skalarla çarpma işlemleri bileşenlere göre 
yapılır: 

EN EIN eyy EN ey 

e X) = (ax, ee) 

Şimdi bir de düzlemden ve uzaydan esinlenerek, uzun- 
luk fonksiyonunu 

|. Xn) [= Vx H x+ o H 

olarak tanımlarsak, son aksiyomlarımız da sağlanır ve 
R” vektör uzayı, normlanmıs bir vektör uzayına dönüşür. 

Soru 43: n-boyutlu Öklid uzayı dedikleri bu mu? 

Cevap 43: Hayır. Aslında tabii bunun cevabı n-boyutlu 
Öklid uzayından ne anladığına bağlı. n-boyutlu Öklid 
uzayını geometrik bir sıska model olarak tanımlayıp, bu 
onun bir dolgun modeli midir diye sorabilirsin. Ya da von 
Neumann’väri, n-boyutlu Öklid uzayı bu kedi mi diyebilir- 
sin. Her iki durumda da hayır. Çünkü insanlar Öklid uzayı 
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deyince, vektörlerin (ya da dogruların ya da dogru parcala- 
rının) arasındaki acıdan da söz edilebilen, ya da en azından 
bunların birbirine dik olmasının anlamının oldugu bir yapı 
istiyorlar. Bunu sağlamak için, vektör uzayı üzerine norm- 
dan fazla bir yapı unsuru koymak gerekiyor. Bu isteği karşı- 
layan ve iç-çarpım denilen bir yapı unsuru var: Bir V vektör 
uzayının, v ve W gibi iki vektörüne <v,w> ile gösterilen bir 
gerçel sayı karşılık getiriliyor, yani bir VxV—R fonksi- 
yonu söz konusu. Bunun şu özellikleri sağlaması isteniyor: 


e HerveViçin<v,v>>0,ayrıca, v=Oicin ve ancak 
bu durumda <v, v>=0 

e Herv,w€Viçin<v w> = <w, v> 

e Heru, v,w EV için <u + v, w> = <u, W> + <v, W> 

e Hera ER vev, w EV için <av, w> = a<v, w> 


Bu durumda <> fonksiyonuna, V vektör uzayı üze- 
rinde bir iç-çarpım ve böylece ortaya çıkan (V, +, -, <>) 
dörtlüsü ile verilen yapıya da bir iç-çarpım uzayı deni- 
yor. Böyle bir uzayda v ve w gibi iki vektörün dik olması, 
<v, w> = 0 koşulu ile tanımlanıyor. İç-çarpım yardımıyla 
iki vektör arasındaki açıyı da tanımlayabiliriz. 

R" vektör uzayında, (x, XX) ve Op Yp “5 Yp 
gibi iki vektöre, x,y, + X, yY, + ** + x,y, sayısını karşılık ge- 
tirirsek, kolayca görebileceğin gibi, R” vektör uzayını bir 
iç-çarpım uzayına dönüştürmüş oluruz. 

İşte n-boyutlu Öklid uzayı deyince çoğu insanın anladı- 
ğı, iç-çarpım sıska modelinin bu dolgun modeli oluyor. 

Çekirge: Bir şey dikkatimi çekti, bir iç-çarpım uzayında 
IvI=v< wv > desek, sanki normlanmıs bir uzay çıkacak 
gibi görünüyor. 

Çerçi: Çok güzel bir tahmin Çekirge. Artık sana oturup 
bunu göstermek düşüyor. Bir soru da ben sorayım. Şimdi 
sana normlanmış bir vektör uzayı verilse, o vektör uzayı 
üzerinde öyle bir iç-çarpım tanımlayabilir misin ki, veri- 
len normu senin usulle elde edesin? 

Çekirge: Bu da güzel bir soruya benziyor. Düşüneyim. 

Çerçi: Şimdi sana son bir cebirsel yapı ailesinden bah- 
sedeyim. 
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Hiperkompleks Sayılar 


Cisim, önce degismeli bir gruptur, ama ayrıca iki ci- 
sim elemanını carpıp, tekrar bir cisim elemanı buluyoruz. 
Vektör uzayı da önce degismeli bir gruptur, ama onun bir 
elemanını (bir vektörü) ayrıca bir gercel sayıyla carpıp, 
gene bir vektör buluyoruz. Kompleks sayıları bir cisim 
olarak insa ettik, ama kompleks sayılar (gercel sayılar 
üzerinde) aynı zamanda bir vektör uzayıdır. Cünkü bir 
kompleks sayıyı bir gercel sayıyla dogal bir sekilde car- 
pabiliriz ve vektör uzayı icin istenen kosullar saglanır. 
Bir a gercel sayısı ile (c, d) kompleks sayısının carpımını, 
istersen doğrudan doğruya (ac, ad) olarak tanımla, ister- 
sen a sayısını daha önce yaptığımız gibi (a, 0) kompleks 
sayısı gibi düşün ve (a, 0) kompleks sayısı ile (c, d) komp- 
leks sayısını çarp, sonuç değişmez zaten. Sonuç itibariy- 
le kompleks sayılar çifte bir zenginliğe sahipler: Hem bir 
cisim yapısı, hem de bir vektör uzayı yapısı var ve bunlar 
da birbiriyle uyumlu; iki kompleks sayı ve bir gerçel sayı 
verildiği zaman, ister önce iki kompleks sayıyı çarp ve so- 
nucu gerçel sayıyla çarp, ister kompleks sayılardan birini 
önce gerçel sayıyla çarp ve çıkan sonucu diğer kompleks 
sayıyla çarp, sonuç değişmiyor. 

Hamilton, benzer bir çifte yapıyı R? üzerinde kurmak 
için yıllarca uğraştı. Anlatıldığına göre, her sabah kahval- 
usında iki çocuğu Hamilton'a soruyorlarmış: “Baba, hâlâ 
tripletleri çarpamıyor musun?” Triplet dedikleri, gerçel 
sayı üçlüleri. Hamilton da cevap veriyormuş: “Maalesef. 
Onları sadece toplayıp çıkarabiliyorum.” Sonra bir gün, 
1843 yılında, Hamilton'un kafasında bir şimşek çakıyor 
ve tripletleri değil, ama guartet'leri (gerçel sayı dörtlüleri- 
ni) çarpabileceğini fark ediyor ve bunların çarpım kura- 
lını, o sırada eşiyle birlikte geçmekte olduğu bir köprüye 
çakıyla kazıyor! 

Bizim dünyamızda da tripletler için bir çarpma kuralı 
arayan ve “bulan” bir insan vardı: Vidinli Hüseyin Tevfik 
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Köprüde gelen ilham. 


Paşa. 1882'de İstanbul'da Linear Algebra adıyla İngilizce 
olarak basılan kitabında gerçel sayı üçlüleri için ilginç bir 
çarpma tanımlıyordu. Zaten Osmanlı'nın son döneminde 
matematiği de, mühendisliği de, resmi de askerler getirdi 
ülkemize. Bugün kullandığımız birçok geometri terimini 
de bir Osmanlı subayı yarattı. “Bağımsızlık benim karak- 
terimdir” diyen. Yüzlerce yıllık uykudan uyanmak kolay 
değildir tabii. Muasır medeniyet seviyesine, matematikte 
de, onun kurduğu Cumhuriyet'le ulaştık. 

Hamilton'un keşfinden birkaç ay sonra, arkadaşı Gra- 
ves, gerçel sayı sekizlileri için bir çarpma tanımlıyor ve 
sonra da on altılıların peşine düşüyor. Graves, zorluk çı- 
karan on altılılarla uğraşmaktan olacak herhalde, sekizli- 
leri yayımlamayı ihmal ederken, 1845'de Cayley sekizliler 
için aynı çarpmayı keşfedip yayımlıyor ve bugün sekizli 
çarpma onun adıyla anılıyor. 

Çarpmayı aslında her yerde bir şekilde tanımlayabili- 
riz, o nedenle, burada sorunun ne olduğunu anlamak için 
istersen baştan alalım. 

Herhangi bir n doğal sayısı için R” (gerçel sayılar üze- 
rinde) bir vektör uzayıdır. Bugünün diliyle söyleyecek 
olursak, ilk rüya, R” üzerinde bir çarpma tanımlayarak 
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onu aynı zamanda bir cisime dönüstürmekti. Tabii bu 
arada, bilincli olmayarak da olsa, R" üzerindeki carpma 
ile skalarla carpmanın da uyumlu olması isteniyordu: 
yani x E R" ve y ER" için xy E R" çarpımı tanımlandıysa, 
a ER skaları için, (ax)-y = x-(ay) = a(x-y) olmalıydı. (Bu- 
rada sadelik hatırına skalarla çarpma için ayrı bir çarpma 
sembolü kullanmıyoruz; a skaları ile xin çarpımını ax 
şeklinde yazıyoruz.) 

Bu rüyanın, n = 1 (gerçel sayılar) ve n = 2 (kompleks 
sayılar) dışında başka hiçbir n için gerçekleşemeyeceğini, 
ancak 1940'da H. Hopf gösterecekti. Nitekim Hamilton'un 
n = 4 için bulduğu çarpma değişmeli değildi; Graves'in ve 
Cayley'in n = 8 için buldukları çarpma da, hem değişmeli 
değildi, hem de birleşmeli değildi. Aynı şekilde, Hüseyin 
Tevfik Paşa'nın n = 3 için bulduğu çarpma da ne değiş- 
meli, ne de birleşmeliydi. Peki bu durumda, Hamilton'un 
kuaterniyonlarını ve Graves ile Cayley'in oktonyonlarını 
önemli yapan ve n = 1, 2, 4 ve 8 dışında bir türlü bulu- 
namayan şey neydi? Bunu anlamak için, çarpma işlemi 
ile ilgili özelliklerin daha dikkatle ifade edilip irdelenmesi 
gerekiyordu. Zamanla, bu tartışma içinde, önemli bir ce- 
birsel yapı tipinin çeşitli türleri kristalize oldu. 

Şimdi, çarpma işleminin cisimde sağlaması gereken ko- 
şulları biraz zayıflatarak, herhangi bir n doğal sayısı için, 
R" üzerinde öyle bir çarpmanın verilmesini (yani x ve y € 
R” için bir x-y € R” elemanının atanmasını) isteyelim ki, 
aşağıdaki özellikler geçerli olsun: 


e Herx, y,z ER için, (x+y)z=xz+yz 

e Herx,y,z ER" için, z(x+y)=zx+zy 

e x, y ER,x#0 ER verildiğinde, x-z = y ve wx=y 
esitliklerini sağlayan ve tek türlü belirli z € R" ve w 
E R elemanları mevcut olsun. 


Bir de tabii bu çarpma ile gerçel skalarla çarpmanın da 
uyumlu olmasını isteyelim: 


e Her aER vex, y ER için, (ax)-y = x (ay) = a(x-y) 


R” üzerindeki böyle bir yapıya gerçel bir bölüm cebiri, ya 
da kısaca bölüm cebiri deniyor (daha eskiden hiperkomp- 
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leks sayılar deniyordu). R” üzerinde bir çarpma arayan 
insanlar, 19. yüzyılın ikinci yarısında, çarpımın değişmeli 
olmasından ve birleşmeli olmasından bile vazgeçebiliyor- 
lar, ama bölme özelliğinden vazgeçmek istemiyorlardı. 
Sayı dediğin, toplanabilmeli, çıkarılabilmeli, çarpılabilme- 
li ve bölünebilmeli diye düşünülüyordu (tabii bölen sıfır- 
dan farklı olmak üzere). Aynı 1940 yılında büyük topolog 
Heinz Hopf, R” üzerinde gerçel bir bölüm cebiri kurula- 
biliyorsa, n sayısının mutlaka 2'nin bir kuvveti şeklinde 
olması gerektiğini gösterdi (n = 2" şeklinde, k = 0, 1, 2, 3, 
4, =). Yani n, ancak 1, 2, 4, 8, 16, 32,--- gibi değerler ala- 
bilirdi. İlk dört boyutta bunun mümkün olduğunu zaten 
biliyorduk. Ve insanlar yenilerini de umutlu boyutlarda 
aramışlardı. Ama nafile. 1958’de Milnor ve Kervaire, bir- 
birlerinden bağımsız olarak, n = 1, 2, 4 ve 8 dışında başka 
hiçbir boyutta gerçel bir bölüm cebiri olamayacağını gös- 
terdiler. Ama bunu da doğru anlamamız lazım. Bu boyut- 
ların dışında gerçel bölüm cebiri yok, ama bu boyutlarda- 
ki cebirler de sadece gerçel sayılar cebiri, kompleks sayılar 
cebiri, Hamilton’un cebiri ve Cayley’in cebiri demek değil. 
Bunlarla es-yapılı olmayan sayısız başka bölüm cebiri var. 
Örneğin R? üzerinde, hatta çarpıma göre birimi bile olma- 
yan bölüm cebirleri var. Kompleks sayıların eşleniklerini 
kullanarak böyle birimsiz bir bölüm cebiri bulma zevkini 
sana bırakayım. Sanmayasın ki bu aksiyomlar çarpımsal 
bir birimin varlığını zorunlu kılıyorlar. 

Çekirge: Üçüncü aksiyomda x = y alsak, birimin varlığı 
çıkar gibi gelmişti bana. 

Çerçi: Bir dene bakalım. Bu aksiyomlar bazen insana 
oyun oynarlar. Mesela elinde bir çarpma olsa, çarpmanın 
birimi olsa, sıfırdan farklı her elemanın tersi olsa, gene de 
bölüm aksiyomu geçerli olmayabilir. Birleşme aksiyomu- 
nun ne demek olduğunu ve ne kadar önemli olduğunu 
ben ancak yıllar sonra bunlarla oynarken öğrendim. Ama 
ne yazık ki bölüm cebirlerinde birleşme aksiyomunu şart 
koşmuyoruz. Yoksa oktonyonları kaybederdik. 

Her neyse, Milnor ve Kervaire, gerçel bölüm cebirleri 
gibi derin bir cebirsel problemi, çok sofistike topolojik va- 
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sıtalarla çözdüler. Bilebildiğim kadarıyla bunun hâlâ pür 
cebirsel bir ispatı yok. Ama bir yerde gerçel sayıların yapısı 
da işin içine giriyor tabii. 1, 2, 4 ve 8 sırlı boyutlar. Bu bö- 
lüm cebirlerinin, tabiatın kurgusunun derinlerinde yattığı- 
na dair işaretler var. Büyük fizikçimiz Feza Gürsey bunla- 
rın peşindeydi. Kuaterniyonları ve özellikle oktonyonları 
bu sırları aralamak için önemli araçlar olarak görüyordu. 
Biraz önceki dört koşulun üçüncüsünden (yani iki ta- 
raflı bölünebilmeyi isteyen koşuldan) vazgeçersek, geriye 
kalan yapıya R" üzerinde gerçel bir cebir yapısı deniyor. 
Bunu hemen herhangi bir vektör uzayı üzerinde de ta- 
nımlayabiliriz. V, gerçel sayılar üzerinde bir vektör uza- 
yı olsun, toplamayı gene * ile gösterelim, gerçel sayı ile 
çarpmayı da işaret kullanmadan yazalım. V üzerinde ay- 
rıca bir çarpma tanımlanmış olsun, yani v,w € V vektör- 
lerine, gene V vektör uzayından, v-w ile gösterdiğimiz bir 
vektör karşılık getirilmiş olsun ve şu özellikler sağlansın: 


e Herv,w,u€Viçin (v + w)u= vu + w-u 
e Herv, w,u EV için, u(v+w)=uv+uw 
e HeraeRvev,weEV için, 

(av)-w = v-(aw) = a(v-w) 


Bu takdirde, V üzerindeki bu yapıya gercel bir cebir 
yapısı deniyor. Tabii rahatlıkla gercel sayılar yerine bas- 
ka bir cisim üzerindeki bir vektör uzayı ele alınıp, aynı 
kosullarla orada da bir cebir yapısı tanımlanabilirdi (Son 
koşulda “skalarları” gerçel sayılardan değil de o cisimden 
alacaktık.) Hatta cisimler yerine senin yüzük'lerden biri- 
ni alıp, bu yüzük elemanlarını skalarlar olarak kullana- 
rak vektör uzaylarından daha genel olan ve modül denilen 
yapıları oluşturup, sonra da modül üzerinde bir çarpım 
tanımlayıp, gene bu üç koşulu şart koşarak daha da ge- 
nel cebirler yaratabilirdik! Yani çok olanaklar var. Bunlar 
hem alan olarak cebirin, hem de yapı olarak cebirin doğal 
genişleme olanakları. Şimdi bunları bırakıp, V üzerindeki 
gerçel cebirimize geri dönelim. 

Biraz önceki üç koşulumuz bir cebir yapısı için istediği- 
miz asgari koşullar. Tabii bunlar vektör uzayı koşullarına 
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ilave kosullar. V üzerinde bir toplama olacak, gercel sayı- 
larla bir carpma olacak, bir de iki vektör icin bir carpma 
olacak ve bütün kosullar saglanacak. Aslında bir vektör 
uzayı üzerinde böyle bir carpma tanımlamak cok kolay. 
Bir V vektör uzayında, her v vektörünün tek türlü belirli 
a, a, ', a, gerçel sayıları yardımıyla v = ae, + ae, ++] 
+ a,e, şeklinde yazılabilmesine imkân veren e, e,, *-*, €, 
gibi bir vektör takımı varsa, bu vektör uzayının n-boyutlu 
olduğu ve e,, e, =, e, vektörlerinin bir taban oluşturduğu 
söylenir. Böyle bir tabanı kullanarak hemen bir cebir ta- 
nımlayabiliriz: Herhangi iki taban elemanının çarpımını 
tamamen kafadan atalım; bu durumda artık herhangi iki 
vektörün çarpımının ne olacağı bellidir, çünkü gerçekleş- 
mesini istediğimiz üç koşul bu çarpımları dikte ettirir, biz 
de bu emre uyarsak tabii ki koşullar da sağlanır ve bir 
cebir ortaya çıkar. Artık bu çarpma değişmeli ise değiş- 
meli bir cebir, birleşmeli ise birleşmeli bir cebir vs. ortaya 
çıkmış olur. Ya da “kafadan atma” usturuplu yapılmışsa, 
belki bir bölüm cebiri. Hamilton'un, Graves'in, Cayley'in 
izledikleri yol da buydu aslında. 

Rt vektör uzayında, e,-(1,0,0,0),e,-(0,1,0,0), 
e,= (0, 0, 1,0) ve e,= (0, 0, 0, 1) vektörleri bir taban 
oluşturur ve Hamilton'un bu taban için tanımladığı çar- 
pım tablosu şöyleydi (Hamilton bu taban için 1, i, j ve k 


sembollerini kullanıyordu): 
eı e2 e3 e4 


Kuaterniyon cebri denilen bu cebir, değişmeli değildi, 
ama birleşmeliydi; sağdan ve soldan (ve tek türlü belirli) 
bölme yapılabiliyordu, yani bir bölüm cebiriydi. Ayrıca, 
e, elemanı çarpmanın birimiydi (çarpmaya göre sağdan ve 
soldan etkisiz) ve sıfırdan farklı her elemanın çarpmaya 
göre (iki taraflı) bir tersi vardı. (Tabloyu kullanarak örne- 
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ğin ee, çarpımını bulmak istersek, ikinci satırla üçüncü 
sütunun kesiştiği kareciğe bakıyoruz: eye ‚= e,) 
R? vektör uzayında da,e,- (1, 0, 0, O, 0, 0, O, 0), 
e = (0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0), e,= (0, O, O, 0, O, 0, O, 1) vek- 
törleri bir taban oluşturur ve oktonyon cebri'nin bu tabana 
göre çarpım tablosu da şöyleydi: 
Ci €z €3 eas Es €6 €7 Eş 


eı e €> €3 | e4 | [43 | €6 e7 eg 
[77 ez ] —Eş e4 | =g [73 | —€s | Teg | ©; 
e İri er reel zi 
e lal es |—ez|—e,| es İ—ezl ee |—es 
es | es | —es | —ez | —eg | -e1 | e | e3 | eş 
€6 | & es | —€g | €7 ] — 02 | -& EF e3 
€7 e7 eg es | —&6 ] —e3 | e4 | —e 1 2& 
eg | eg |—€7| & | es | —la | -e3 Í e2 | —2ı 


Bu cebir değişmeli de değildi, birleşmeli de değildi, ama 
sağdan ve soldan tek türlü belirli bölme yapılabiliyordu, 
yani bir bölüm cebiriydi. e, gene etkisiz elemandı ve sıfır- 
dan farklı her elemanın çarpmaya göre tersi vardı. 

Kuaterniyon ve oktonyon cebirleriyle biraz vakit ge- 
çirmeni öneririm. Örneğin, eleman terslerini nasıl bula- 
bilirsin? Bölmeyi nasıl yapabilirsin? Kompleks sayılarda 
olduğu gibi, bunlar için de bir elemanın eşleniğini tanım- 
layabilirsin ve işin çok kolaylaşır. 

Hüseyin Tevfik Paşa'nın cebiri R? üzerindeydi ve e, = 
(1,0,0),e,-(0,1,0),e,-(0,0, 1) taban vektörlerine göre 
çarpım tablosu şöyleydi: 
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Bu cebir bir bölüm cebiri değildi, fakat bu cebirin kü- 
çük sürprizler de barındıran yapısını incelemeni, sadece 
Paşa'nın hatırası için değil, ilginç ve faydalı bir aksiyoma- 
tik cebir alıştırması olarak da öneririm. 

Çekirge: Bakalım ne sürprizler barındırıyormuş. 

Çerçi: Artık onu sana bırakıyorum. 

Gerçel sayıların, kompleks sayıların, kuaterniyonların 
ve oktonyonların, sadece bölüm cebiri olmayı aşan bir 
yönleri de var. R, R?, R* ve RS vektör uzayları üzerindeki 
standart iç-çarpım yapısını da devreye sokarsak, 

bir x€R gerçel sayısına onun normu olan ||x|| sayısını 
(yani bildiğimiz “mutlak değeri”, |x| sayısını), 

bir x = (x, x) € R? kompleks sayısına onun normu 


olan | x |= V x? + x2 sayısını, 


bir x = (x, X, X, X) € R* kuaterniyonuna onun normu 


2 2 : 
olan | x |= Sx? a sayısını ve bir x = (x, 
X, X, Xp X Xo Xp X,) E R? oktonyonuna da, onun normu 


olan || x |= vV x? + x3 + x? +x? +x? txl tx? Hx 
sayısını karşılık getirebiliriz. Şimdi mucizevi bir özellik 
gerçekleşiyor: x ve y iki gerçel sayı veya iki kompleks sayı 
veya iki kuaterniyon veya iki oktonyon olsun. 

Bu takdirde daima ||x-y|| = ||x||llylļolur! (Soldaki çarp- 
ma, tabii bu elemanlar nerden alındıysa ordaki çarpma, 
sağda işaret koymadığımız çarpma da gerçel sayı çarpma- 
sı.) 

Gerçel sayılar için bu aşikâr tabii. Kompleks sayılar için 
sana bırakayım. 

Son iki tanesini de açık açık yazalım istersen, sadece 
sabırla çarpmayı yapıp normuna bakacağız (Köklerle uğ- 
raşmamak için de eşitliklerin karesini yazalım ve güzel 
görünsün diye önce |[x||]|y|| çarpımını yazalım): 

Dört-kareler özdeşliği: 

(402 + x3 yi +y +y +y) = CSREES AENEAN AH 
+ (xy, + xy + Xy, LY) 
$ y- XY, + XY, + XY)? 
t Gay, + X37 XY, + XY)? 
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Sekiz-kareler özdesligi: 

e -+x)(y +y? + +y) = 
RN XY 3X V47 XY 5 XY 67 X Y7 XY) 
on. Yit Xy; Xy XY N Yat XY) 
+ Y3- xy DaT XAYIT ADIT XIIE XY Dan 
+ (Yat XY- XY + XY +X Yg RI + XY XY) 
+ y5- Xy 2) 67 KY AY XY EYY Yİ 
+ OYA KV XY g+ XYZ Kar XI Kar XY) 
+ (XY, + X,Y g + XY 5- KY YI m AN 
ACHTE a En XY, XY ŞEY var? 


Muhtesem özdeslikler! Bunları Babilliler de kesfedebi- 
lirlerdi aslında. Ya da Hintliler. Kim bilir? Eski bir tablet 
ya da rulodan bir gün böyle bir sey cıkarsa sasmam. Ma- 
tematik tarihi sürekli yeniden yazılıyor zaten. Ama gene 
bos konusuyorum herhalde. Güzellik insanın basını dön- 
dürüyor da. Harfli ifadeler kullanılmadan bunları nasıl bu- 
lacaklardı? 16. yüzyıl sonlarından önce böyle bir sembo- 
lizm bilmiyoruz. Sesler için semboller vardı. Belirli sayılar 
için semboller vardı. Birkaç bin yıldır. Ama keyfi sayısal 
değerler alabilecek semboller? Buna biraz geç ulaşıldığı 
anlaşılıyor. Ama isimsiz eski-zaman dâhileri insanı her 
zaman şaşırtabilirler. Hiç olmazsa iki-kareler özdeşliğinin 
[(xr + x2)(yı + y2) = Çayı — xy) + Cay + %y)] , 
saklı bir geometrik formatta, hälä bir gün bir rulodan cıka- 
bileceğini sanıyorum. Her neyse... Şu anda bildiğimiz ka- 
darıyla ilk özdeşliği (dört-kareler özdeşliği) 1748'de Euler, 
ikinci özdeşliği de (sekiz-kareler özdeşliği) önce 1818'de 
Degen, sonra da, oktonyonlarla bağlantılı olarak, 1844'de 
Graves ve 1845'de Cayley keşfediyorlar. Ama böyle şeyler 
belki de durduk yerde keşfedilmiyor. Hadi sekizden vaz- 
geçtim de, dört-kareler özdeşliğini Euler'den önce yüzlerce 
matematikçi de öylesine oynarken bulmuş olabilirdi. Ama 
anlaşılan bulmadı. Böyle bir mücevher. Bu kadar basit ve 
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bu kadar güzel. Lisede bunu ilk gördügüm gün bayä heye- 
canlanmıstım. Inanamayıp, durup durup carpmıstım. Eu- 
ler bunu bosuna bulmadı tabii. Her dogal sayının, en fazla 
dört tane kare sayının toplamı seklinde yazılabilecegini 
göstermeye calısıyordu. Bu özdeslik sayesinde bu iddianın 
ispatını (iddia galiba Fermat'nındı), asal sayılar için ispata 
indirgemişti, çünkü iki sayı için bu iddia doğruysa, bunla- 
rın çarpımı için de doğru olacaktı! Ne kadar zarif bir argü- 
man. İspatı galiba daha sonra Lagrange tamamladı. 

Bölüm cebirleri ile ilgili soruyu şöyle sormuş olsaydık, 
cevabı daha muhteşem olacaktı: R" (standart) iç-çarpım 
uzayı üzerinde, hangi n doğal sayıları için öyle bir bölüm 
cebiri vardır ki, her x, y E€ R” için, ||x-y|| = ||x||||y|] olsun ve 
dahi bu cebirin bir birimi olsun? 

Bu durumda tabii gene sadece n = 1, 2, 4 ve 8 boyutları- 
nı bulacaktık ama, bu boyutlarda da sadece ve tam olarak 
(cebirsel eş-yapı tipi itibariyle) gerçel sayılar cebirini (R), 
kompleks sayılar cebirini (C), kuaterniyon cebirini (H) ve 
oktonyon cebirini (O) bulacaktık! Hurwitz bu daha katı 
koşullar altında sadece bu dört cebirin mümkün olduğu- 
nu 1898'de göstermişti. 

Cebirler, bağımsız bir araştırma alanı olarak, gruplar 
ve cisimlerden sonra sahneye çıktı, ama matematiğin en 
önemli yapılarından birine dönüştü; bütün matematiği 
onun üzerine kurmaya çalışan bakış açıları bile ortaya 
çıktı. Birçok matematiksel objeye (dolgun modele) uygun 
bir cebir karşılık getirebiliyorsun ve sana sadece o cebir 
verildiğinde, ona yol açmış olan objeyi geri kazanabiliyor- 
sun. Örneğin, geniş bir topolojik uzaylar ailesini, onların 
üzerindeki fonksiyon cebirlerine bakıp tanıyabiliyorsun. 

Soru 44: Topolojik uzay ne demek? 
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Yakınlık Yapıları 


Cevap 44: Topoloji hakkında birazcık konusmustuk 
sanıyorum. Topoloji bir bakıma sürekliligin genel teorisi. 
Bunu da gene “yükselmek icin balast atma” yöntemimiz- 
le anlayabiliriz. Hatırlıycaksın, Weierstrass bir f: R — R 
fonksiyonunun sürekliliğini R'nin noktaları (elemanları) 
arasındaki uzaklığı kullanarak tanımlamıştı. Herhangi bir 
x E R noktası verildiğinde, f fonksiyonunun x noktasında 
sürekli olması demek, keyfi € > 0 sayısına karşılık öyle 
bir 6 > O sayısının bulunabilmesi demekti ki, |x-x'| < 6 
koşulunu sağlayan her x' € R noktası için |f(x) - f&)| < 
e olsun. f'nin sürekli olmasından da her noktada sürek- 
li olmasını anlamıştık. Bu tanımları daha sonra nerdeyse 
kelimesi kelimesine herhangi bir f: R" — R” fonksiyonu- 
na aktarmıştık. Tek yapmamız gereken şey, R”nin (ve 
R”nin) noktaları arasındaki uzaklığı tanımlamak olmuş- 
tu: R'deki “farkın mutlak değeri” yerine, R”de “noktala- 
rın bileşenlerinin farklarının karelerinin toplamının kare- 
kökünü” almıştık. 

Çekirge: Kusura bakma ama, bu zıkkımın kökü gibi 
bir şey oldu. 

Çerçi: Hiç de değil. Sözle söyleyince kulağa öyle geli- 
yor. Sana göz hayvanı olduğumuzu söylemişimdir herhal- 
de. Bak sembollerle yazınca ne kadar estetik görünüyor: 
x= (Xp Xy Xx) ER ve x' = (x! x, 1, x) ER" noktaları 
arasındaki uzaklığı, buna d(x, x') diyelim istersen, hatta 
bunun R”deki uzaklık olduğunu vurgulamak için d (x, x') 
diyelim, şöyle tanımlamıştık: 


d(x, x) = (au 2) H e Ha Y. 

R”de benzer şekilde tanımlanan uzaklığı da d, ile gös- 
terelim. Şimdi bir f: R" — R” fonksiyonunun bir x € R" 
noktasında sürekli olmasının ne demek olduğunu bu gös- 
terimlerle tekrar söyleyecek olursak: Her & > O sayısı için 
öyle bir ô > O sayısı bulunacak ki, d (x, x’) < 6 koşulunu 
sağlayan her x' € R" noktası için, d (fx), fx") < £ olacak. 
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Gene daha önce olduğu gibi, bu f fonksiyonu her x e R” 
noktasında sürekli ise, f fonksiyonu süreklidir diyoruz. 

Gördüğün gibi bu süreklilik tanımlarında, noktalar arası 
uzaklıktan başka hiçbir şey kullanılmıyor; örneğin, R” bir 
vektör uzayı imiş, yani elemanları toplanabiliyormuş, ya 
da bir gerçel sayıyla çarpılabiliyormuş, hiç umurumuzda 
değil. Sadece uzaklığı kullanıyoruz. E tabii, artık insanları 
tutabilir misin, 1906'da Frechet diyor ki, bize herhangi bir 
küme ve onun üzerinde bir “uzaklık fonksiyonu” verilsin, 
sürekliliği tanımlayıp tartışmak için bu yapı yeter! 

Bunu daha açık söyleyecek olursak, bir X kümesi ve- 
rilsin ve bunun x, x' gibi herhangi iki noktasına, d(x, x') 
ile gösterdiğimiz, negatif olmayan bir gerçel sayı karşılık 
getirilsin. Tabii bu işin anlamlı olması için makul bazı ko- 
şullar ileri sürmek lazım (metrik aksiyomları): 


e oHernoktanın kendine uzaklığı sıfır ve farklı noktaların 
uzaklığı pozitif olsun: x = x' için ve ancak bu durumda 
d(x, x') = 0. 

e Uzaklık “simetrik” olsun: d(x, x' ) = d(x', x). 

e “Üçgen eşitsizliği” sağlansın: Herhangi x, x', x" E€ X 
noktaları için, 

d(x, x) < d(x, x") + d(x", x") olsun. 


Böyle bir uzaklık fonksiyonu (d: X X X —> R*) ile dona- 
tılmıs bir X kümesine (yani bir (X, d) ikilisine) bir metrik 
uzay deniyor. Vurgu için, d uzaklık fonksiyonunu d, ile 
gösterelim istersen. Şimdi bize (X, d,) ve (Y, d,) gibi iki 
metrik uzay ve bir f: X — Y fonksiyonu verilsin. Artık bu 
fonksiyonun bir x EX noktasında sürekli olmasının ne de- 
mek olduğunu şöyle tanımlasak gayet anlamlı olmaz mı: 
Tamamen keyfi bir £> O sayısı verildiğinde, buna karşılık 
daima öyle bir 6 > O sayısı bulunabilsin ki, d (x, x) < ö ko- 
sulunu sağlayan her x' € X elemanı için, d (fx), f00)) < € 
olsun. (Yani bu da gene sürekliliğin temel fikri olan, “x ele- 
manına yakın noktaların görüntüsü, x elemanının görüntü- 
süne yakın olsun” düşüncesinin dikkatli bir tercümesi.) 

Metrik uzay yapısı bana sorarsan bugün bile matemati- 
ğin hem en basit, hem de en önemli yapılarından biri. Ge- 
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ometriden tut, modern bilgisayarlarla resim tanımaya ve 
robotige kadar her yerde kullanılan bir yapı. Belli türden 
fonksiyonlardan olusan kümeler üzerinde cesitli uzaklık 
fonksiyonları tanımlayıp, bu teorinin kavramlarını kul- 
lanmak modern analizin önemli araclarından birisi oldu. 
Ama yalınlığın ve gerçek genellemelerin peşinde olan, 
balast attıkça yükselip daha öteleri görmekten zevk alan 
zihinler durmak bilmez ve 1914'de Hausdorff aşağı-yukarı 
şöyle diyerek son balastı da atıyordu: Uzaklığa ne gerek 
var, metrik uzaylarla çalışırken noktaların sadece “küre- 
sel komşuluklarını” kullanıyoruz, üstelik onların da bü- 
tün özelliklerini değil, sadece birkaçını kullanıyoruz; ben 
uzaklık işinden tamamen vazgeçip, küresel komşulukların 
bu özelliklerini aksiyomlar olarak en başa koyacağım! 
Böylece, Königsberg köprüleri ile açılışı yapmış olan 
Eulerler, çok-boyutlu manifoldları yaratan Riemann'lar, 
topolojiden önce cebirsel topolojiyi yaratmış olan 
Poincaröler (bu arada o meşhur tek-yüzlü şeridi bulan 
Möbius'lar, herhalde ilk defa topologie terimini kullanan 
Listing'ler ve daha kimler kimler, Cantor'lar, Dedekind'ler) 
üzerinden belki 150 yıl kadar sürmüş olan bir kuluçka 
döneminden sonra, nihayet resmi olarak, Hausdorffun 
deyimiyle, topolojik uzay kavramı doğuyordu. Sancılı do- 
Sumlar bunlar. Büyük birikimlerin kristalizasyonları. 
Şimdi, örneğin düzlemde (yani R”de), bildiğimiz uzak- 
lığa göre, bir x € R noktasına uzaklığı r gibi pozitif bir 
sayıdan daha küçük olan noktaların kümesine bir baka- 
lım. Bu küme, x merkezli, r yarıçaplı bir daireden başka 
bir şey değil; ama daireyi sınırlayan çemberi hariç tutuyo- 
ruz, çünkü bu çember üzerindeki noktaların x noktasına 
uzaklığı tam olarak r, oysa biz x noktasına uzaklığı rden 
küçük olan noktaları göz önüne aldık. Bu kümeye, x mer- 
kezli, r yarıçaplı “açık” daire diyelim istersen. Yarıçapını 
açıkça belirtmeden, “x merkezli bir açık daire”den de söz 
edebiliriz. Benzer şekilde herhangi bir R” için de böyle 
çok boyutlu “açık yuvarlar” tanımlayabiliriz; nitekim sü- 
reklilik tanımlarında adını koymadan hep bunları kullan- 
dık. Şimdi tekrar düzleme dönüp, bu açık dairelere daha 
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yakından bakarsak, su basit özellikleri hemen görebiliriz: 


e Herx €R? için, x merkezli bir açık daire vardır ve x 
merkezli her acık daire x noktasını icerir. 

e x merkezli iki açık daire verildiğinde, bunların ara- 
kesiti içinde kalan ve gene x merkezli olan bir açık 
daire vardır. 

e x merkezli bir açık daire ve bu açık daireye ait bir y 
noktası verildiğinde, y merkezli öyle bir açık daire 
vardır ki, tamamen verilen x merkezli açık dairenin 
içinde kalır. 

e xeR’veyeR’sgibi farklı iki nokta verildiğinde, x 
merkezli öyle bir açık daire ve y merkezli öyle bir 
açık daire vardır ki, bunların arakesitleri boştur. 


Hausdorffun yaptığı, uzaklık kavramını ve onunla 
tanımlanan “yuvarları” tamamen bir kenara bırakıp, bu 
metrik yuvarların işini görecek yeni bir “komşuluk” ya 
da “civar” kavramı yaratarak, biraz önce iki boyutlu yu- 
varlar için ifade ettiğimiz özellikleri bu komşuluklar için 
şart koşmak ve bu suretle yeni bir sıska model türü ortaya 
koymaktı: 

X herhangi bir küme olsun ve bu kümenin her x nok- 
tasına, X kümesinin bazı altkümeleri karşılık getirilmiş 
olsun. x noktasına karşılık getirilmiş bir altkümeye, x 
noktasının bir “komşuluğu” diyelim. Bu komsuluklar su 
koşulları sağlasınlar: 


e HerxeX noktasının en az bir komşuluğu olsun ve x 
noktasının her komşuluğu x noktasını içersin. 

e Bir x EX noktasının, U, ve V gibi iki komşuluğu 
verildiğinde, bunların arakesiti içinde kalan bir W, 
komşuluğu olsun: W c U N V, 

* BirxEX noktasının bir U komsuluguna ait bir y 
noktası verildiginde (y € u), y noktasının, U, icinde 
kalan bir U, komsulugu olsun: U cU, 

e Farklıx, y E X noktaları verildiğinde, bunlara ait 
öyle U, ve U, komşulukları olsun ki, bunların arake- 
siti boş olsun: Un U = Ø. 
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Hausdorff, böyle bir komsuluklar sistemiyle donatılmıs 
olan bir X kümesine bir topolojik uzay diyordu. X kümesi 
üzerindeki komsuluklar sistemine K dersek, bir topolojik 
uzayı, (X, K) şeklinde bir ikili olarak görebiliriz. İki to- 
polojik uzay ve bunlar arasında bir fonksiyon verildiğinde, 
bu fonksiyonun sürekliliğinin nasıl tanımlanacağı artık 
açıktı: (X, K) ve (Y, £) şeklinde iki topolojik uzay ve bir 
f: X — Y fonksiyonu verilmiş olsun. Bu fonksiyonun bir 
x E X noktasında sürekli olması demek, y = f(x) E Y nok- 
tasının herhangi bir V, komşuluğu verildiğinde, x noktası- 
nın öyle bir U, komşuluğunun var olması demekti ki, f(U,) 
C V olsun. Bu tanım, R'den, R”lerden ve metrik uzaylar- 
dan bilinen tanımın yeni sıska modele son derece doğal bir 
aktarımıydı. Tabii gene daha önce olduğu gibi, f fonksiyo- 
nunun sürekli olması (ya da X üzerinde sürekli olması) 
demek, her x € X noktasında sürekli olması demekti. 


Topolojik uzay kavramının ilk defa tanımlandığı metin: Hausdorff, 1914. 


Unter einem topologischen? Raum verstehen wir eine 
Menge E, worin den Elementen (Punkten) z gewisse Teilmengen U, 
zugeordnet sind, die wir Umgebungen von æ nennen, und zwar nach 
Maßgabe der folgenden 


/ Umgebungsaxiome: 

(A) Jedem Punkt z entspricht mindestens eine Umgebung U, 
jede Umgebung U, enthält den Punkt z. 

(B) Sind U,, T, zwei Umgebungen desselben Punktes z, so gibt 
es eine Umgebung W,, die Teilmenge von beiden ist (W, S ®(U,, V). 

(C) Liegt der Punkt y in U,, so gibt es eine Umgebung U,, die 
Teilmenge von U, ist (U, £ U). 

(D) Für zwei verschiedene Punkte z, y gibt es zwei Umgebungen 
U,, U, ohne gemeinsamen Punkt (MU, U)=0). 

Der Nachweis, daß die sphärischen Umgebungen in einem 
metrischen Raume diese Axiome erfüllen, ist sehr einfach; wir wollen 
ihn dennoch ausführen. 

(A) Die Menge U, der Punkte y, für die zy < ọ, enthält jeden- 
falis den Punkt æ. Sie braucht übrigens wirklich keinen weiteren 
Punkt zu enthalten (x kann ein „isolierter Punkt“ von Æ sein, § 3) 
und zwei Umgebungen mit verschiedenen Radien brauchen nicht 
verschieden zu sein. 

(B) Von zwei Umgebungen mit verschiedenen Radien ist die 
mit kleinerem Radius Teilmenge der andern. In jedem Falle kann 
für W, eine der beiden Mengen U,, V, selbst genommen werden, 

Der Ausdruck ist in einem verwandten Sinne bereits üblich; wir wollen 
damit andeuten, daß es sich um Dinge handelt, die ohne Maß und Zahl aus- 
drückbar sind. 
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Topolojik uzay kavramını yaratan Hausdorff, Hitler'in 
toplama kampına gönderilmekten kurtulamayacağını 
anlayınca, 1942'de eşiyle birlikte intihar etti. (“Güçlüler 
kendilerine yaranmaya çalışanları sevmezler, ama kendi- 
lerine yaranmaya çalışmayanları hiç sevmezler” diyen ve 
bazı aydınlık insanları bize en güzel anlatan Stefan Zweig 
da, Hitler kasırgasından kaçtığı Brezilya'da gene aynı yıl 
eşiyle birlikte intihar ediyordu. Keşke bu acıları yaşamış 
bir halk, başkalarına karşı daha merhametli olmayı öğre- 
nebilmiş olsaydı. Şimdi bir matematik kitabında bu laflar 
ne oluyor demeyin. Matematik her zaman bütünsellik ve 
tutarlılık peşinde olmuştur. Hatta o kadar ki, varolmak ile 
tutarlı olmak, matematikte neredeyse eşanlamlıdır. Ma- 
tematik kendi dairesinde kalsın demek ne kadar doğru 
olur? Frechet'nin metrik uzayları olmasaydı, bugünün 
bilgisayarları görüntü tanıma işlemlerini zor yaparlardı; 
böyle ve başka matematiksel beceriler olmadan da kimse 
denizaltından füze atışı yapamaz ya da füze savunma sis- 
temleri kuramazdı.) 

Bugün topolojik uzayları Hausdorfftan hafif farklı ta- 
nımlıyoruz, ama bunlar teferruat. Hausdorffun son ko- 
şulu genellikle varsayılmıyor, yani küçük bir balast daha 
atılıyor. Bir de onun komsulukları yerine “açık” küme- 
ler daha çok tercih ediliyor. Bir X topolojik uzayı ve bir 
A c Xaltkümesi verildiğinde, her a € A noktasının uygun 
bir U, komşuluğu A içinde kalıyorsa (U_C A oluyorsa), 
A kümesine bu topolojik uzayın açık bir kümesi diyoruz. 
Hausdorffun komsulukları, 3. koşul nedeniyle, bu an- 
lamda açık aslında. Ama başka açık kümeler de olabilir. 
İki açık kümenin (dolayısıyla sonlu sayıda açık kümenin) 
kesişiminin açık olduğunu ve keyfi sayıda açık kümenin 
birleşiminin açık olduğunu hemen görebilirsin. Uzayın 
tamamı ve boş küme de açıktır. Uzayın tamamı tamam 
da, diğeri bazen herkesin hoşuna gitmez; ama boş kü- 
menin açık olmasına mâni olacak bir noktası olmadığını 
düşünürsen, bunu kabullenmek kolaylaşır. Açık küme- 
ler yardımıyla, iki topolojik uzay arasındaki bir f: X — 
Y fonksiyonunun sürekliliğini şöyle de ifade edebilece- 
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ğimizi kolaylıkla görebilirsin: Bu fonksiyonun X üzerin- 
de sürekli olması için gerek ve yeter koşul, Y içinde açık 
olan herhangi bir B altkümesinin ters görüntüsünün (yani 
A-f/XB)-(€X)|/6) EB} kümesinin) X içinde açık olması- 
dır. Bu fonksiyonun bir x € X noktasında sürekli olması 
da, gene açıklar yardımıyla şöyle ifade edilebilir: Y topolo- 
jik uzayında f(x) noktasını içeren herhangi bir B açık kü- 
mesi verildiğinde, X topolojik uzayında x noktasını içeren 
öyle bir A açık kümesi bulunacak ki, f(A) € B olacak. 

Gördüğün gibi, asıl amacımız olan sürekliliği, açık 
kümeler dilinde de ifade edebiliyoruz. Topoloji yapısı- 
nı, komşuluklar yerine, doğrudan doğruya açık kümeler 
yardımıyla da kurabiliriz. Bunun için herhangi bir X kü- 
mesini ele alıp, bunun bazı altkümelerinden oluşan bir T 
kümesini (yani Xin kuvvet kümesinin bir altkümesini), 
şu koşullar sağlanacak şekilde seçmemiz yeterli olur: 


e T kümesine ait keyfi sayıda kümenin birleşimi gene T 
kümesine ait olsun. 

e T kümesine ait sonlu sayıda kümenin kesişimi gene T 
kümesine ait olsun. 

e Boş küme (Ø) ve X, T kümesine ait olsunlar. 


Böyle bir T kümesine, X kümesi üzerinde bir topoloji; 
(X, T) ikilisine bir topolojik uzay; T kümesinin elemanla- 
rına da topolojinin açık kümeleri deniyor. 

[Küçük bir mantık cambazlığına izin verilirse (olma- 
yan altkümelerin birleşimini ve kesişimini almak), o za- 
man son koşul da ilk iki koşuldan elde edilebilir. | 

Artık istersen Hausdorffun komşuluklar sistemini unu- 
tup, bu açıklar sistemini temel alabilirsin. Hausdorffun 
komşuluklar sistemi de bu anlamda bir açıklar sistemi, 
yani bir topoloji belirliyordu; ama farklı komsuluk(lar) 
sistemleri aynı topolojiyi belirleyebildiğinden ve sürekliliği 
belirleyen de açıklar sistemi olduğundan, herkes bu ikinci 
yaklaşımı tercih ediyor. İki topolojik uzay arasındaki bir 
fonksiyon ne zaman mı sürekli? Açıkların tersi açıksa! Bu 
artık açıklar sistemi ile kurulan topolojide sürekliliğin tanı- 
mı. (Komşulukları da açık kümeler dilinde ifade edebiliriz; 
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komşuluk deyince Hausdorffun sistemindeki “açık” kom- 
şuluklar yerine daha ziyade, verilen bir noktayı içeren bir 
açık kümeyi kapsayan herhangi bir küme anlaşılıyor.) 

Grupların üç aksiyomunun ardında saklanan muazzam 
bir âlem vardı. Topolojinin iki aksiyomu ardında saklanan 
başka bir muazzam âlem daha var. 80-100 senedir mate- 
matiğin temel uğraşlarından biri, bu çok gevşek sıska mo- 
delin dolgun modellerini araştırmak ve onları eş-yapı tip- 
lerine göre sınıflandırmaya çalışmak oldu. Topolojide, bir 
eş-yapı dönüşümüne, homeomorfizm de denir; iki topolojik 
uzay arasında öyle bir bire-bir eşleme olacak ki, açık kü- 
meler birbirlerine karşılık gelecek; ya da bir başka ifadeyle, 
bir uzaydan diğerine öyle bir bire-bir, örten ve sürekli bir 
fonksiyon olacak ki, bunun tersi de sürekli olacak. 

Bana öyle geliyor ki, eski çağların sayıları bugünün 
cebirlerine, eski çağların şekilleri de bugünün topolojik 
uzaylarına evrildiler. Sayılar ırmağı ile şekiller ırmağı bir- 
birlerine değe değe aktı ve aksiyomatik yapılar nehrinde 
birleşip karıştı. 

Bir topolojik uzayın herhangi bir altkümesi de kendi 
başına (açık kümelerin bu altküme ile arakesitlerini almak 
suretiyle oluşturulan) bir topolojik uzaydır. Herhangi bir 
R”yi, Hausdorff komşuluklarını metrik yuvarlar olarak 
alırsak, bu komşuluklar sisteminin belirlediği bir topolo- 
jik uzay olarak düşünebiliriz. Bu anlamda, çoğu kez Ök- 
lidyen uzayların altkümeleri olarak düşünülen bütün “şe- 
killer” birer topolojik uzay olur. Bir simit (susamsız olsun 
istersen) ve bir (kulplu) kahve fincanı, R”ün altkümeleri 
olarak birer topolojik uzaydır ve bunlar arasında zihnin- 
den bir homeomorfizm vermeye çalışman, bu kavramı 
anlaman için iyi bir alıştırma olur. Bu, topologların beylik 
örneğidir. Çok plastik bir dünya... Yırtma, yapıştırma da 
ne yaparsan yap. n # m için ne yaparsan yap, R" ile R" 
arasında bir homeomorfizm bulamazsın. Buna daha önce 
başka bir vesileyle değinmiştik sanıyorum. 

Bir topolojik uzayın altkümelerini de birer topolojik 
uzaya dönüştürünce, tabii ki komşuluklar da kendi baş- 
larına topolojik uzaylara dönüşürler. Matematikçilerin en 
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sevdiği topolojik uzaylar, her noktasının uygun bir R” ile 
eş-yapılı bir komşuluğa sahip olduğu uzaylardır. Böyle bir 
uzaya n-boyutlu bir çokkatlı veya manifold deniyor. Lo- 
kal yapısı böyle çok basit olan bir topolojik uzayın global 
olarak alıp başını gitmemesi için, bazı makul koşulların 
daha sağlanması istenir, örneğin, topolojik uzayımızı R" 
ile homeomorf güzel komşuluklarla (bunlara basit komşu- 
luklar diyelim istersen) istediğimiz gibi kapladıktan son- 
ra, bu kaplamada kullanılan komsulukların sadece sonlu 
tanesi ile de uzayı kaplayabilmek gibi. Bir nevi, sonsuz- 
luk içinde sonluluk... Sonra da bu isteklere uyan hangi 
dolgun model tiplerinin olduğu aranır. Topolojinin erken 
başarılarından birisi, bu anlamda 2-boyutlu manifoldların 
sınıflandırılması idi. Esas itibariyle 19. yüzyılın ikinci ya- 
rısında halledilen bu problemin çözümünün kesin dökü- 
mü, kavramların olgunlaşmasını bekleyerek 20. yüzyılın 
ilk çeyreğine sarktı. Ve 3-boyutlu manifoldların sınıflan- 
dırılması problemi, matematikçileri 20. yüzyılın başından 
sonuna kadar uğraştırdı ve Thurston'ın büyük bir prog- 
ramı çerçevesinde, ancak 21. yüzyıl başında, Perelman 
tarafından çözüldü. 

20. yüzyılın ikinci yarısının büyük sorularından birisi, 
manifoldların noktalarının o basit komsuluklarının bir- 
birleriyle ilişkisine dairdi. Öyle iki komşuluğu ayrı ayrı R" 
ile (birer homeomorfizm aracılığı ile) eşlediğimiz zaman, 
bu komşulukların arakesiti, iki farklı şekilde R”nin iki 
(açık) parçasıyla eşlenmiş oluyordu ve bu suretle o par- 
çalar arasında bir dönüşüm ortaya çıkıyordu. Madem ki 
artık bildiğimiz R”deyiz, bu dönüşümün “türevlenebilir” 
olmasını beklemek, ya da en azından böyle olacak şekil- 
de basit-komsuluklarla R” arasındaki homeomorfizmleri 
ayarlamak mümkün olmalıydı (Bu homeomorfizmlere 
komşuluk kartları veya kısaca, kartlar; bu eyleme, mani- 
foldun kartlanması ya da haritalanması deniyor). Burası, 
topoloji ile analizin iyice birbirine değdiği bir yerdi. 

[Cok değişkenli fonksiyonların türevlenebilmesini, tek 
değişkenli duruma benzer bir şekilde tanımlayabilirsin. 
Zaten topolojide türevlenebilme deyince, aksi söylenme- 
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dikce, tekrar tekrar problemsiz bir şekilde türevlenebilme 
anlaşılıyor. “Sonsuz mertebeden türevlenebilme”. Çok 
değişkenli durumda, her hedef bileşeni için ortaya çıkan 
tek gerçel değerli fonksiyonun türevlenebilmesi gerekir. 
Yani bir f: R" — R” 

fO = fp Xy oç Je G0, ee) 

fonksiyonunun sonsuz mertebeden türevlenebilmesi 
(ya da anlasmamıza göre, sadece “türevlenebilmesi”) de- 
mek, her f; R"—R fonksiyonunun (i = 1, 2, :--,m) türev- 
lenebilmesi demektir. Böyle bir fonksiyon için kısmi türev 
diye bir kavram var. Değişkenlerin biri dışında diğerlerini 
sabit tutup bu fonksiyonu tek değişkenli bir fonksiyon- 
mus gibi düşünebilirsin ve onu da bildiğin gibi türetirsin. 
Böylece her x değeri için yeni bir sayı, yani sonuçta yeni 
bir fonksiyon bulursun. Buna, verilen fonksiyonun, artık 
hangi bileşene göre türev aldıysan, ona göre kısmi türevi 
denir. Şimdi bu eylemi art arda sonsuza kadar istediğin sı- 
rada uygulayabiliyorsan, yani diyelim önce bir değişkene 
göre kısmi türev aldın, sonra çıkan fonksiyonun başka bir 
değişkene göre kısmi türevini aldın, sonra çıkan fonksiyo- 
nun başka bir değişkene göre... bu işi ilelebet yapabiliyor- 
san, f, fonksiyonuna türevlenebilir diyelim; demek ki bü- 
tün f/ler türevlenebilirse de f’e türevlenebilir diyoruz. | 

1960'da Kervaire, 10-boyutlu garip bir manifold için 
böyle bir “türevlenebilir uyumu olan” komşuluk kartla- 
rı seçiminin mümkün olmadığını gösterdi. Her noktanın 
Ra homeomorf bir komşuluğu vardı, fakat bu komşu- 
lukları türevlenebilir bir uyum içinde kartlamak mümkün 
değildi. Bu sanki 100 sene öncesinin, sürekli olan fakat 
hiçbir-yerde türevlenemeyen canavarının çok boyutlu ve 
daha ürkütücü bir reenkarnasyonuydu. 

Bu sorunun bir diğer yönü de şuydu: Bir manifold üze- 
rinde türevlenebilir uyuma sahip bir komşuluk kartları 
sistemi verildiğinde, bu manifolda türevlenebilir bir ma- 
nifold diyelim. Böyle iki manifold arasındaki sürekli bir 
fonksiyonun türevlenebilir olmasından söz etmek müm- 
kündür: Fonksiyonu lokal olarak, kartlar vasıtasıyla Ök- 
lidyen uzaylara taşıyıp, orda türevlenebilir olup olmadığı- 
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na bakabiliriz. Simdi bir manifold üzerinde her biri kendi 
içinde türevlenebilir-uyuma sahip iki komşuluk kartları 
sistemi (iki haritalama) verildiğinde, bunlar, türevlenebi- 
lir anlamda eş-yapılı mı idi? Yani bu manifoldu iki farklı 
şekilde türevlenebilir bir manifold haline soktuğumuzda, 
bu iki yapı aynı mı idi? Ya da, bir başka şekilde söyleyecek 
olursak, bu iki komşuluk kartları sistemi ile elimizde iki 
farklı türevlenebilir manifoldun oluşmuş olduğunu dü- 
şünürsek, bu iki manifold arasında bire-bir, örten, türev- 
lenebilir ve tersi de türevlenebilir bir dönüşüm verebilir 
miydik? 1956'da Milnor 7-boyutlu küre üzerinde (yani 
bildiğimiz kürenin 7-boyutlu versiyonu; R“de bileşen ka- 
releri toplamı 1 olan noktaların uzayı) birbirlerine denk 
olmayan türevlenebilir kartlama sistemlerinin (türevle- 
nebilir haritalamaların), yani “türevlenebilir yapıların” 
olduğunu gösterip, büyük hayret uyandırmıştı. Bizim 
bildiğimiz 7-boyutlu küre ile aynı topolojik yapıya, fakat 
bizim bildiğimiz türevlenebilme yapısından farklı bir tü- 
revlenebilme yapısına sahip başka “küre”ler vardı. Bunla- 
ra egzotik küreler dendi. Topolojik olarak, bildiğin gibi. 
Ama türevlenebilme yönüyle farklı. Sonra böyle başka eg- 
zotik manifoldlar keşfedildi. Selman Akbulut, 4-boyutlu 
egzotik manifoldlar buldu. Bugün topolojinin en büyük 
sorularından biri, egzotik bir 4-boyutlu kürenin olup ol- 
madığı. Bu konuda çalışan Türk matematikçilerine, başta 
Selman olmak üzere, şans ve başarı diliyorum. Selman'ın 
ve Gökova misyoneri, adanmış insan Turgut Önder'in ya- 
rattıkları atmosfer ve sağladıkları olanaklar içinde yetişen 
ve sayıları artık iki elin parmaklarını aşan çok yetenekli 
gencimiz de, bu çaptaki sorularla uğraşabilecek düzeyle- 
re erişmiş bulunuyorlar. Başka alanlarda da çok önemli 
matematikçilerimiz yetişti. Son yıllarda sayılar teorisinde 
asal sayıların dağılımı ile ilgili en şaşırtıcı ilerlemeler Cem 
Yalçın Yıldırım'ın katkısı ile geldi. Yalçın'a da matematiğin 
en merak konusu problemlerinden biri olan, ikiz asallar 
problemi konusunda şans ve başarı diliyorum. (Acaba 11, 
13 yada 17, 19 gibi, farkları iki olan asal sayı çiftlerinin 
sayısı sonsuz mu? Yalçın Yıldırım ve araştırma arkadaşları 
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bu ezeli sorunun cözümüne cok yaklasmıs görünüyorlar.) 
Matematigin hemen her alanında cok kıymetli temsilcile- 
rimiz var. Nesin Matematik Köyü de kurulduguna göre 
artık sırtımız yere gelmez. 

Cekirge: Ne kadar güzel. Simdi gene kücük konulara 
dönersek, haydi cok degiskenli türevi anladık diyelim, bir 
de tek degiskenli türevi anlasaydık iyi olacaktı. 
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Cebirle Geometri 
Arasında Sıkışan Analiz 


Çerçi: Evet, haklısın. Analiz, tek değişkenli türevle 
başladı. Esrarengiz sonsuz küçüklerle. Değişken birazcık 
artınca, fonksiyon ne kadar artıyor? Türev, fonksiyonun 
anlık değişme hızıydı. Minnacık bir zaman içinde fonk- 
siyonun aldığı yolun bu zamana bölümü. Bu minnacık 
zamanı sonsuz küçük aldılar. Buna anlam kazandırmak 
için limiti anlamak gerekti. Limiti anlamak için sürekliliği 
anlamak gerekti. Sürekliliği anlamak için sayıları anlamak 
gerekti. Sayıları anlamak için kümeleri anlamak gerekti. 
Kümeleri anlamak için her şeyi baştan düşünmek gerekti. 
Bütün 19. yüzyıl bunlarla geçti. 

Analizin temel bir sorusu, her andaki hızımı biliyorsam, 
toplam ne kadar yol gitmiş olacağım ve nasıl bir yol gitmiş 
olacağım sorusuydu. Gezegenlerin her andaki hızını bilir- 
sem, bunlar gökte nasıl gezinir? Aslında cevap çok kolay. 
Gittiğin yol, attığın adımların toplamına eşittir. Buna di- 
feransiyel ve integral hesabın temel teoremi diyorlar. Ama 
tabii ileri geri ya da çapraz adımlar atabilirsin, çok küçük 
ya da “sonsuz küçük” adımlar atabilirsin. Bunları doğru 
dürüst ifade etmek (ve küçük adımlardan küçük “parsel- 
lere” genelleştirmek), çeşitli integrasyon (toplama, adım 
sayma, parsel toplama) teorilerinin inşasını gerektirdi. 

Cebir ve geometriyi öne çıkarırken acaba analizi bi- 
raz ihmal mi ettik diye bir kuşkuya kapıldığım oluyor. 
Üstelik analiz (diferansiyel ve integral hesap ve onun 
uzantıları), matematiğin tabiatla belki de en doğrudan ve 
dinamik ilişki içinde olduğu bir alan. Çoğu modellemele- 
rin yapıldığı. Gezegen yörüngelerini onunla hesapladık; 
hızları, periyotları, süpürülen alanları onunla hesapladık; 
onun sayesinde koca kütleleri alıp bir noktacık gibi ağır- 
lık merkezine indirgedik; Halley'in döneceği günü belir- 
ledik; Neptun'un bulunacağı yeri belirledik; keman teli- 
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nin, davul zarının titresimlerini onunla hesapladık; ısının 
yayılmasını onunla anladık; yarılanma sürelerini, enzim 
kinetiklerini, popülasyon dinamiklerini onunla anladık. 
Fizik kanunu demek, cogu kisi icin bir diferansiyel denk- 
lem demekti ve diferansiyel denklem demek de analiz de- 
mekti. Bir fonksiyonla, onun türevleri arasında bazı ilis- 
kiler varsa, bu fonksiyon hakkında neler söyleyebilirim? 
İster sarkacın salınım denklemi olsun, ister Einstein'ın 
alan denklemi. Gün geldi, üç boyutlu Öklid uzayında ba- 
sit bir diferansiyel denklem düzgün yörüngeler değil de 
karman-çorman yörüngeler ve bu yörüngeleri kendisine 
çeken, acayip çekici denilen, esrarengiz akıbet halleri ver- 
di. En büyük coşkuları geçmiş zamanda analizle yaşamış- 
tık. Yakın zamanda bir de böyle bir kaos rüzgârı esti. Bir 
sistemi modelliyordun, dinamiğini denkleme koyuyor- 
dun, başlangıç şartlarını veriyordun, ve ne olacağına ba- 
kıyordun. Bazen sistemin davranışı, başlangıç şartlarına o 
kadar hassas bağımlı oluyordu ki, en küçük bir başlangıç 
farklılığı sistemin geleceğinde çok radikal farklılıklara yol 
açıyordu. Dinamikteki kesin bir determinizme rağmen, 
sistemin akıbeti ile ilgili fiili bir bilinemezlik... Analiz her 
zaman heyecanlıydı, ama matematikteki yapısalcılığı ce- 
bir ve geometri getirdi. 

Analiz bir yandan çok gerçek ve yaşamsal sorularla ya- 
pısalcılığa malzeme sağlar, onu çözüme zorlar ve onun 
yarattığı (Hilbert uzayları, Banach uzayları, Sobolev uzay- 
ları, topolojik vektör uzayları vs. gibi) yapıları kullanırken, 
diğer yandan kendisi de, örneğin ölçüm teorisi gibi kendi 
yapılarını da yarattı; ama, bana öyle geliyor ki, bu tekin- 
siz alan, cebirin, geometrinin, topolojinin ana alanlarını 
üçer-beşer aksiyomluk sıska modeller altında toparlama- 
mıza benzer bir zapturapt altına alınmaya direniyor ve alt 
edilmesi gayr-ı kabil, dokuz canlı bir eski zaman canavarı 
gibi hâlâ dipdiri duruyor. 

Çekirge: Galiba yavaş yavaş sona geliyoruz, ama 
Öklidyen-olmayan geometrilerin keşfine ve önemine hep 
gönderme yaptığın halde bunu anlatmadın. Oysa, bir gün 
Öklid’le yüzleşeceğiz falan diyordun. 
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Uzun Sürmüs Bir Saltanatın Sonu 


Çerçi: Haklısın Çekirge. Bunun belki de iki nedeni var. 
Birincisi, bu konu artık neredeyse bütün popüler matema- 
tik kitaplarında, hatta popüler bilim kitaplarında anlatılı- 
yor. İkincisi de, Öklid'le olan maceramı daha önce başka 
bir yerde anlatmıştım [TÜBİTAK Bilim ve Teknik Dergisi, 
“Öklid'in Saltanatı ve Sefaleti I, II, 111” |, şimdi tekrarlama- 
ya belki üşeniyor olabilirim. Aslında bu meselenin özünü 
çokça konuştuk. Bütün eksenimiz, yol-göstericimiz, ayık- 
ma nedenimiz, Öklidyen olmayan geometrilerin keşfiydi. 
Modern matematiğin yapısalcı bakışı ve aksiyomatik yak- 
laşımı bu palto'dan çıktı. Bunu belki Dostoyevski'nin sözü 
hoşuma gittiği için söylüyorum ama, bu palto ile Gogol’un 
palto'su arasında da ancak bir on yıl kadar fark var! 19. 
yüzyılın ilk yarısı, Avrupa toplumunun da gerçek bir 
yapısal dönüşüm geçirdiği, uzun bir kuluçka dönemin- 
den sonra 18. yüzyılda çatlayan toplumsal çerçevelerin, 
alaşağı edilen eski düzenlerin, değerlerin, üretim biçim- 
lerinin yerine hızla yenilerinin kaim olduğu, burjuvazi- 
nin yeni bir dünya yarattığı bir dönemdi. Matematikteki 
dönüşümlerle toplumsal dönüşümler belki de o kadar 
bağlantısız değildir. Bu konu bana ilginç geliyor, ama 
beni aşıyor. Matematiğin toplumsal gelişmeleri ne kadar 
etkilemiş olduğuna da bakmak lazım tabii de, matema- 
tikçilerin de toplumsal dönüşümlerden etkilenmiş olduk- 
ları muhakkak görünüyor. Yeniden kurulan bir dünyaya 
kayıtsız kalamazsın tabii. O dönemlerde matematikteki 
aydınlanma ve yeniden-yapılanmanın (kabaca, 19. yüz- 
yılın ilk yarısı — ikinci yarısı), toplumsal aydınlanma ve 
yeniden-yapılanmayı (kabaca, 18. yüzyılın ikinci yarısı — 
19. yüzyılın ilk yarısı) aşağı-yukarı yarım-yüzyıl kadar bir 
faz farkıyla izlemesi manidar görünüyor. Her biri kendi 
içinde çok karmaşık ve kapsamlı bu alanlarla ilgili uluorta 
laf etmek yanlış tabii de, belki bir ilgilenen daha yakından 
inceler diye söylüyorum. 
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Her neyse, Öklid'le ilgili bir şey söylemek, bana başka 
bir nedenle de zor geliyor. Öklid, o günün şartları içinde, 
tabii başta Eudoksos olmak üzere, kendinden önceki çok 
sayıda matematikçinin oluşturdukları birikim üzerine, 
muazzam bir eser ortaya koymuş; ama bugünün pencere- 
sinden dönüp baktığımızda, bu eser çok naif, demode ve 
yetersiz geliyor. Bunun iki bin sene boyunca bir kesinlik 
ve berraklık abidesi olarak görülebilmiş olması beni çok 
şaşırtıyor. Acaba diğer alanlardaki argümantasyon laçka- 
lığı yanında mı Öklid bu kadar uzun süre iyi örnek olarak 
kalabildi? Ya da Platon'un görünmeyen rüzgârı mı onun 
hep arkasındaydı da büyük filozoflar bile ona kanabildi de 
sonunda tabu-tanımaz matematikçiler işi bozdu? 

Herkes bir 5. Aksiyom (ya da postulat) diye tuttur- 
muş, gerçi olay burdan patladı, Proklus'lar, Hayyam'lar, 
Nasreddin Tüsiler, Saccheriler hep buna taktılar, ama 
asıl sorun edilmesi gereken belki burası bile değildi. Bu 
büyük düşünürlerin hiçbiri çıkıp da “Nokta, parçası ol- 
mayandır” demek de ne demek oluyor demedi. “Doğru, 
genişliği olmayan uzunluktur.” da ne demek oluyor deme- 
di. Bunlar Platon'un idealarıydı. Sanki dokunulmazlıkları 
vardı. Zihinlerde “berrak”, ama aslında “sözde”, gerçek- 
likleri vardı. Öklid'in en büyük hatası bunları tanımlamak 
oldu. 19. yüzyılın (sonlarının) büyük kavrayışı ve kararı, 
bunları tanımlamamak oldu. Noktalar herhangi şeyler 
olabilirdi. Parçaları olabilirdi. Karmaşık iç yapıları olabi- 
lirdi. Doğrular da öyle tabii. Önemli olan, onlar arasında- 
ki ilişkilerdi. İki bira bardağından bir sandalye geçebilirdi. 
1899'da Grundlagen der Geometrie (Geometrinin Temelle- 
ri) adlı eseriyle Öklid geometrisini yeniden yapılandıran 
Hilbertin böyle absürd ifadelerle gözümüze sokmak is- 
tediği gerçek, matematikte nesnelerin mahiyetinden çok, 
onlar arasındaki ilişkiler ağının yapısının önemli oldu- 
guydu. 19. yüzyılın ikinci yarısı boyunca olgunlaşan bu 
düşünce, “Nesneler değil, ilişkiler önemli!” sloganıyla ifade 
ediliyordu. Geometri sıska bir model, bir aksiyomatik sis- 
tem olarak tanımlanmalıydı. Onun birçok dolgun model- 
leri olabilirdi. Bu modellerin unsurları hiç beklenmedik 
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şekilde tezahür edebilirdi. Nitekim Hilbertin kendisi, ak- 
siyomların birbirlerinden bağımsız olduğunu göstermek 
için o güne kadar görülmedik şaşırtıcı modeller inşa edi- 
yordu. [Hilbertin düzlem Öklid geometrisinin bir sıska 
model olarak tanımsız terimleri, noktalar ve doğrular; ta- 
nımsız ilişkileri “üzerinde bulunma”, “arasında bulunma” 
ve “kongrüans” (“çakışma”) idi. Bunlarla ilgili olarak şart 
koşulan aksiyomlara uygun bir “süreklilik” ya da “tamlık” 
aksiyomu eklenmezse, pekâlâ Dedekind'in örneğine ben- 
zer delik-deşik dolgun modeller sözkonusu olabiliyordu. 
(Hilbert, Grundlagen der Geometrie) | 


Öklid’i yeniden yaratan Hilbert'in Grundlagen der Geometrie kitabının ilk 
sayfası, 1903, 2.baskı. (İlk baskı 1899) 


Kapitel 1. 
Die fünf Axiomgruppen. 


ŞI. 
Die Elemente der Geometrie und die fünf Axiomgruppen. 


Erklärung. Wir denken drei verschiedene Systeme von Dingen: 
die Dinge des ersten Systems nennen wir Punkte und bezeichnen sie mit 
A, B, C,...; die Dinge des zweiten Systems nennen wir Gerade und 
bezeichnen sie mit a, b, & ...; die Dinge des dritten Systems nennen 
wir Ebenen und bezeichnen sie mit «, B, 7,...; die Punkte heißen auch 
die Elemente der linearen Geometrie, die Punkte und Geraden heißen die 
Elemente der cbenen Geometrie und die Punkte, Geraden und Ebenen heißen 
die Elemente der räumlichen Geometrie oder des Raumes. 

Wir denken die Punkte, Geraden, Ebenen in gewissen gegenseitigen 
Beziehungen und bezeichnen diese Beziehungen durch Worte wie „liegen“, 
„zwischen“, „parallel“, „kongruent“, „stetig“; die genaue und voll- 
ständige Beschreibung dieser Beziehungen erfolgt durch die Axiome der 
Geomelrie. 

Die Axiome der Geometrie gliedern sich in fünf Gruppen; jede ein- 
zelne dieser Gruppen drückt gewisse zusammengehörige Grundtatsachen 
unserer Anschauung aus. Wir benennen diese Grappen von Axiomen in 
folgender Weise: 

I 1—8. Axiome der Verknüpfung, 

I 1—4. Axiome der Anordnung, 

II 1—6. Axiome der Kongruenz, 


IV. Axiom der Parallelen, 
V 1—2. Axiome der Stetigkeit. 
82. 


Die Axiomgruppe I: Axiome der Verknüpfung. 


Die Axiomo dieser Gruppe stellen zwischen den oben erklärten Be- 
griffen Punkte, Geraden und Ebenen eine Verknüpfung her und lauten 
wie folgt: 
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Öklid'in hiç tartışmaya açılmayan diğer bazı aksiyom- 
ları da sorunluydu. Örneğin “Dikaçılar birbirine eşittir” ne 
demekti? Öklid'in bundan ne anladığı pek açık değildi. 
Açıların, nasıl tanımlandığını anlayamadığımız ölçüleri 
vardı da o anlamda mı eşittiler? Yoksa, bu açıları düz- 
lemde kaydırıp birbirleriyle örtüştürebilmek mi kastedi- 
liyordu? Kaydırma da neyin nesiydi? Ya da döndürme, 
her neyse. Düzlem durup, açıları mı kaydıracaktık? Yoksa 
komple düzlemi “hareket” ettirip, bir açıyı ötekine mi dö- 
nüştürecektik? Aksiyomlarda hareket diye bir şey yoktu. 
Öklid'i yeniden yapılandırırken bu iş Hilbert'in epey başı- 
nı agrıtacaktı (ve “kongrüans” tanımsız ilişkisine biraz da 
bu nedenle ihtiyaç duymuştu). 

Bir diğer hata alanı, belki de Öklid'e yakışmayanı, de- 
düksiyon sürecinde ortaya çıkıyordu. Karmaşık özellik- 
leri daha basit özelliklerden akıl yürütmeyle elde etmek, 
Thales'in büyük düşünce yaratısıydı ve Öklid'in eseri 
bana hep Platon'un ideacılığı ile Thales'in indirgemecili- 
inin bir sentezi olarak görünmüştür. Elinde bazı (nok- 
talar, doğrular gibi) “ideal” nesneler ve (üzerinde bulun- 
ma, kesişme gibi) “ideal” ilişkiler var, ama bunların bazen 
akla zarar karmaşıklıkta olabilen özelliklerini çok az sayı- 
da (buna “ideal” diyeyim mi bilmiyorum) özellikten akıl 
yürütmeyle elde ediyorsun. Ama işte bu Öklid, mantıklı 
bir akıl-yürütmeyle önceki ön kabullerden çıktığı öyle 
hemen söylenemeyecek bir şeyi uluorta söyleyiveriyordu! 
Bunu daha ilk teoreminde yapması benim bile dikkatimi 
çekmiş, canımı sıkmıştı. Daha kötüsü, Öklid, aksiyomlar 
çerçevesinde anlam kazanmayan bazı ilişki türleri kullanı- 
veriyor, örneğin, bir doğru üzerinde bir noktanın diğer iki 
nokta arasında bulunmasından söz edebiliyordu (Hilbert, 
“arasında bulunma” tanımsız ilişkisine bu nedenle ihti- 
yaç duymuştu; bu husus esasen Hilbert'ten önce 1882'de 
Pasch tarafından gözlenmiş ve ilgili aksiyomlar esas itiba- 
riyle onun tarafından ifade edilmişti). 

Ama herhalde Öklid'in düzlemine nasıl olsa plato- 
nik bir realite atfedildiği için ve aksiyomlardan akıl- 
yürütmeyle sonuç çıkarma işi de bir tür “ispat ekonomi- 


UZUN SÜRMÜS BIR SALTANATIN SONU 285 


si” olarak görüldügü icin olacak, bütün bunlar fazla ses 
cıkarmadı da, kabak 5. aksiyomun basına patladı. Zaten 
Öklid bu aksiyomu bugün bilinen şekliyle, “Her doğruya, 
dışındaki bir noktadan tek bir paralel çizilebilir” şeklinde 
değil de, biraz daha dolambaçlı görünen bir şekilde ifade 
ediyordu ve bu aksiyom bu yönüyle diğerlerinin (sözde) 
basitliğinden, yalınlığından, apaçıklığından (!) uzak gö- 
rünüyordu. Bunun aslında Öklid'in bile pek hoşuna git- 
mediği anlaşılıyor. Nitekim birçok matematikçi yüzyıllar 
boyu beşinci aksiyomu diğer dört aksiyomdan (İki nokta- 
dan geçen bir doğru çizilebilir; bir doğru parçası sürekli bir 
şekilde bir doğruya uzatılabilir; merkezi ve yarıçapı verilen 
bir çember çizilebilir; dikaçılar eşittir) elde etmeye çalıştı. 
Sonunda Gauss'un (1820'ler?), Lobatschevsky'nin (1829) 
ve Bolyai'nin (1832), birbirlerinden bağımsız olarak, ge- 
reken düşünce korkusuzluğunu gösterip, bu aksiyomun 
yadsınmasının bir çelişki doğurmayıp, tam tersine, yeni 
bir geometri yaratacağını fark etmelerine kadar! 

Ama ilginçtir ki, sonunda 5. aksiyomu bir zorunluluk 
olarak yadsırken, aslında bu insanların ellerinde bugünkü 
anlamda bir model yoktu, yani (Öklid'in “rigör”ü çerçe- 
vesinde de olsa) ilk dört aksiyomun doğru olup, beşinci 
aksiyomun yanlış olduğu açık ve somut bir geometri ör- 
neği yoktu; ne var ki, eski beşinci aksiyom yerine, “Her 
doğruya, dışındaki bir noktadan en az iki paralel çizilebi- 
lir” önermesini yeni aksiyom olarak alsanız, bir çelişkiyle 
karşılaşılmak bir yana, çok zengin ve esrarengiz bir ge- 
ometri ortaya çıkıyordu. Gauss, hangi geometri gerçeğe 
daha çok uyuyor diye deney bile yapmaya kalkarken, 
Lobatschevsky, mantıksal olarak hiçbir zaman bir çeliş- 
kiyle karşılaşılmayacağını kendine göre bazı argümanlarla 
göstermeye çalışıyordu. Aslında tabii bunun yolu somut 
bir modelin verilmesiydi ve böyle ilk modelleri 1868'de 
Beltrami verdi. Ancak o zaman insanlar kabul ettiler ki, 
Öklid geometrisi kendi içinde tutarlı matematiksel bir 
gerçeklikse, hiperbolik geometri denilen bu yeni geometri 
de aynı statüde başka bir matematiksel gerçeklikti, yani 
tutarlı bir sıska modeldi. Peki, Öklid geometrisi tutarlı bir 
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matematiksel gerceklik mi idi? Eger gercel sayılar sistemi 
tutarlı bir sıska modelse, Hilbert'in gösterdiği üzere, Ök- 
lid geometrisi de tutarlı bir sıska modeldi. Peki, gerçel sa- 
yılar sistemi tutarlı bir sıska model miydi? Doğal sayıları 
içeren uygun bir kümeler teorisi tutarlı ise, gerçel sayılar 
sistemi de tutarlıydı. Peki, doğal sayıları ve devamında 
gerçel sayıları inşa etmemize imkân veren tutarlı bir kü- 
meler teorisi var mıydı? Gödel’den sonra bunu belki de 
hiç bilemeyeceğiz. Ama bu tutarlılığı, sistem içinde kala- 
rak mantık vasıtasıyla gösteremesek de, sistemin dışında 
büyük bir fiziksel gerçeklik var ve doğal sayıları da, gerçel 
sayıları da bize bu gerçeklik ilham etti. Bu nedenle ben 
bu sistemlerin akıbetini baş döndürücü bir hızla gelişen 
fiziksel gerçeklik bilgimizin tayin edeceğini sanıyorum. 

Çekirge: Hiperbolik geometri için bir model görsem 
içim rahat edecekti. 

Çerçi: Bunu hakkıyla yapabilmek için daha iyi bir do- 
nanıma ihtiyacımız var; ya Hilbertin (Öklidyen-olmayan) 
aksiyomatik sistemini ya da sonradan ortaya çıkan, ona 
denk olan, ama bazı yönleriyle daha basit olan aksiyo- 
matik sistemlerden birini esas alıp, o sistemin tanımsız 
terim ve ilişkilerinin içini doldurup, bütün aksiyomların 
sağlandığı bir dolgun model oluşturmamız gerekir. Ama 
bu bizi alıp epey uzağa götürür. Şimdi sana sadece bir 
fikir vermek için, ve Öklid'in naif aksiyonları düzeyin- 
de, Poincare üst yarı-düzlem modeli denilen bir modelden 
bahsedeyim. Bildiğimiz Öklid düzleminin, ya da R”nin, 
ikinci bileşeni pozitif olan noktalarının kümesini, yani 
“üst yarı-düzlemi” göz önüne alalım: {(x, y) E R?| y > 0}. 
Tanımlamak istediğimiz geometrinin noktaları, bu yarı- 
düzlemin noktaları olsun. Ama yeni doğrularımız, x ek- 
senine dik olan bildiğimiz doğruların bu üst yarı-düzlem 
içinde kalan kısımlarıyla, merkezi x ekseni üzerinde olan 
bildiğimiz çemberlerin bu üst yarı-düzlem içinde ka- 
lan kısımları (yarım çemberler) olsunlar. Bir noktanın 
bir doğru üzerinde bulunması (ya da bir doğrunun bir 
noktadan geçmesi) yine bu noktanın bu doğruya (küme 
olarak) ait olması olsun. Artık iki yeni noktadan tek bir 
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yeni dogru gectigini görebilirsin (Noktaların birinci bile- 
senleri eşitse, birinci tipten bir yeni doğru; değilse ikinci 
tipten bir yeni doğru, yani bir yarım çember). Bir doğru 
parçasını da iki nokta tarafından belirlenen yeni doğru 
üzerindeki doğru parçası ya da çember yayı olarak alır- 
sak (birinci ya da ikinci tipten doğru durumuna göre), o 
zaman her doğru parçası sürekli bir şekilde bir doğruya 
uzatılabilir (bu da yoruma bayâ açık aksiyomlardan, ne 
diyeyim bilmiyorum; x eksenini hariç tuttuğumuz için, 
ona ne kadar yakın olsak, hâlâ ona değmeden biraz daha 
ilerleyebiliriz. Belki biraz sonra biraz daha anlamlı bir şey 
söylerim). Şimdi geldik üçüncü aksiyoma. Merkezi ve ya- 
rıçapı verilen çember çizeceğiz. Ama bunun için iki nokta 
arasındaki uzaklığın ne demek olduğunu söylememiz la- 
zm. (xp y,) ve x, y,) şeklinde iki nokta verilsin. Bunlar 
arasındaki uzaklığı şöyle tanımlayalım: 


e e la ra a) 
la — xF ++») a) aY ), 

Çekirge: Herhalde şaka yapıyorsun. 

Çerçi: Hiç de değil. Ama bunun nerden geldiğini anla- 
mak için başka bir uzun sohbet yapmamız gerekirdi. 

Çekirge: O ifadenin ön tarafında duran logaritma her- 
halde. 

Çerçi: Evet. O kolay bir şey. Umarım biliyorsundur. 
Tabii kolay dedimse, yanlış anlama, o da tornavida gibi 
büyük ve basit icatlardan, ama böyle başka birçok şey 
gibi buna da girecek zamanımız kalmadı; genel amacımız 
matematiğin bir aksiyomatik yapılar bilimine nasıl evril- 
diğini anlamak olduğundan, böyle tekil kreasyonlara gi- 
remedik. 

Evet, şimdi artık bu uzunluk ölçüsüyle, verilen herhangi 
bir yeni noktayı merkez kabul eden ve bu noktaya uzaklığı 
verilen bir miktar kadar olan bir yeni çember çizmek müm- 
kün. (Burada çok esrarengiz bir şey oluyor ve yeni çember 
aynen bir eski çember çıkıyor, ama merkez biraz kayık yer- 
de duruyor!) Üçüncü aksiyomu da böyle hallettik dersek, 
geldik dördüncüye. (Ama ona geçmeden şunu da söyleye- 
yim ki, bu yeni uzunluk esas alınınca, iki nokta arasındaki 
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Hiperbolik Üst Yarı-Düzlem Modeli 


Hiperbolik Doğrular 
z 


I 
. 
Pr i 


i 
i 

H Bir doğruya 
= / dışındaki bir noktadan 

d 7” sonsuz paralel çizilebilir 


A merkezli, 1 yarıçaplı 
hiperbolik çember 
/ 


N> 8=(6.523-, 1.296--) 


AB ve AC hiperbolik doğru parçalarının uzunlukları eşit! x-eksenine doğru 
yürüyen “hiperbolik insanın” adımları, “Oklidyen insana” göre küçülüyor. 
Hiperbolik insan, kaç adım atarsa atsın, x -eksenine ulaşamıyor. 


“en kısa yol” bu iki noktayı birleştiren yeni doğru parçası 
oluyor ve yeni geometrinin bir doğru parçasını ikinci aksi- 
yom icabı uzatırken, x eksenine ne kadar yakın olursak ola- 
lım, minnacık bir adım daha değil de, basbayağı bir adım 
daha atabiliyoruz, hatta binlerce, daha doğrusu sonsuz 
adım atabiliyoruz, çünkü x eksenine yaklaştıkça, yakın gibi 
görünen noktalar arasındaki uzaklık aslında göründüğün- 
den fazla oluyor, hatta x eksenine çok yakın sanabileceğin 
bir nokta “x eksenine sonsuz uzaklıkta” oluyor, sanki rü- 
yada gibi adımların ağırlaşıyor, bir türlü yol alamıyorsun; 
bunu uzaklık formülünden kolayca görebilirsin. ) 


UZUN SÜRMÜS BIR SALTANATIN SONU 289 


Dördüncü aksiyomla isimizi kolay kılabiliriz. Yeni bir 
acıyı, onu olusturan yeni dogru parcalarına (bunlara hi- 
perbolik doğru parçaları diyelim artık) açının başlangıç 
noktasında teğet eski doğru parçaları arasındaki eski (ök- 
lidyen) açı olarak ölçersek, yeni dikaçılar da eşit olur. (Bu 
eşitliğin daha derin anlamı, herhangi iki hiperbolik dika- 
çının, üst yarı-düzlemin yeni uzaklığı koruyan bir dönü- 
şümüyle birbirlerine dönüştürülebilmelerinde yatıyor.) 

Artık beşinci aksiyomun durumuna bakabiliriz. Apaçık 
ortadadır ki, hiperbolik düzlem geometri denilen bu geomet- 
ride, herhangi bir doğruya, dışındaki bir noktadan sonsuz 
paralel çizilebiliyor. Böylece de Öklid'in beşinci aksiyomu- 
nun diğer dört aksiyomun mantıksal bir sonucu olarak elde 
edilemeyeceği ve beşinci aksiyomun doğru olmadığı geo- 
metrilerin de mümkün olduğu gösterilmiş oluyor. 

Öklid'in Elemanları bugün ne kadar demode olsa da, 
tarihsel açıdan çok önemli bir eserdir ve bir davanın ya 
da iddianın akli delillerle ispatlanmasının zihinlerde say- 
gınlık kazanmasına çok büyük hizmeti olmuştur. Abbasi 
döneminde yapılan Öklid çevirilerinin, nakle karşı aklın 
öne çıkarılmasındaki yol göstericilerden biri olduğu mu- 
hakkaktır. Bu itibarla Öklid'i Orta Dünya'nın o dönemde 
yaşadığı aydınlanmanın dayanaklarından biri olarak da 
görebiliriz. Ama Öklid’in, o dönemin ölçülerine göre ta- 
şıdığı düşünce berraklığının, hayranlık kadar, insanların 
her şeyi sorgulamaya başlayabilecekleri ve her iddia için 
bir ispat istemeye kalkışabilecekleri kuşkusundan kay- 
naklanan bir kaygı da yarattığını görüyoruz. 

Ama, “Çalış idrâki kaldır muktedirsen âdemiyyetten.” 
Akli delil ve ispat insanları her zaman etkiledi. Bir divan 
şairi, “Her sözüm isbâtı mümkin hendesi dâva gibi” der- 
ken bu Öklid’e bir gönderme değil miydi? Nâzım bile ba- 
zen hendesi bir ağızla konuşuyordu: 

“İddia ediyorum 

İspat edeceğim 

İspat edemezsem 

Sahn-ı suhandan 

Yıkılıp gideceğim” 
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Bana en dikkat cekici gelen bir olgu, irrasyonalitenin 
bile akla gizli bir saygı duyması ve onu bicimsel ispatlar 
için kullanmaya çalışması. Ortaçağda cadı diye yakalanan 
kadınların şeytanla işbirliği yaptığını kanıtlamak için ispat 
burguları kullanılıyormuş (Başparmağa geçirilen silindirik 
bir tahta halka; kenardaki yivden, bir tahta burgu parmak 
dağılana kadar yavaş yavaş sıkılıyor). Kadın işkenceye da- 
yanamayıp itiraf ederse, “İşte gördünüz mü, suçlu olduğu 
kanıtlandı” deyip kadını ölüme mahküm ediyorlarmış. Ama 
kadın, başparmağı parçalansa bile sonuna kadar dayanırsa, 
“İşte gördünüz mü, suçlu olduğu kanıtlandı, şeytanla işbir- 
liği içinde olmayan birisi buna dayanabilir miydi?” deyip 
kadını ölüme mahküm ediyorlarmış. Tabii ispatın böylesi 
eksik olsun. Şimdi gene iyi günlerdeyiz. Akla vurguyu, akıl- 
dışılığa karşı, irrasyonalizme, mistisizme karşı yapıyoruz. 
Aklı, bir enstrüman olarak akıldışılığın hizmetine sunmak 
sapkınlığına karşı daima dikkatli olmak gerekir. Biz daha 
çok kavrayan akılla, anlamak için model yapan akılla meşgul 
oluyoruz ama, akıl bir hayatta-kalma aracı olarak evrilmiştir 
ve bazen ne yazık ki kendisine yakıştırmadığımız işler için 
de kullanılabiliyor. Sömürü düzenleri de bayâ ileri akıllar 
kullanıyor. Yolunu yitirmemesi için aklı hümanist ülküler- 
le desteklemek gerekir. Her neyse. Öklid'i hâlâ kendi dili- 
mizde okuyamıyor olmamızı bir uygarlık noksanlığı olarak 
görüyordum. Fatih'in uleması bile Öklidis'i bizden iyi bili- 
yordu. Ne mutlu ki, ifade kudreti edibleri büyüleyen sevgili 
Cem Tezer Cumhuriyetin 100. yılında o enfes Elemanlar 
çevirisini yayımladı da bu ulusal hicaptan kurtulabildik. 

Çekirge: Cem Hoca'ya çok teşekkür ediyorum, ama 
Fatih'in uleması kısmını anlayamadım. 

Çerçi: Bir gün Fatih'in huzurunda Ali Kuşci şöyle bir 
mesele ortaya atıyor: ([Unver]; Bu kitabı dikkatime ge- 
tiren ve benim için de bir nüsha teminine tavassut eden 
Mehmet Üreyen'e çok teşekkür ediyorum.) 


“Bir hâd zaviye bulunmak mümkündür ki, bunun 
bir dılının infirac tarafına hareketi farz olundukta, 
hadde olması akabinde aralarına kaime zaviye gir- 
meksizin münferice olur.” 
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Yani öyle bir dar açı bulunabilir ki, bunun bir kenarını 
açıyı genişletecek şekilde hareket ettirdiğimizde, bu dar 
açı, hareketin herhangi bir anında dikaçıya eşit olmaksı- 
zın geniş açıya dönüşür! 

Fatih, bu mes'ele-i garibeyi yerli ulemanın halletmesi- 
ni istiyor ve mesele, Molla Lütfi vasıtasıyla, ki kendileri 
belki de bizim Bruno'muzdur, Sinan Paşa'ya intikal edi- 
yor, ki kendilerinin bilemediğimiz ama ihtimal günahsız 
bir şekilde Fatih'in gazabına uğraması üzerine zamanın 
ulemasının bugünlere ibret Fatih gibi bir cihangire tepki 
gösterdiği ve bunun üzerine cezanın Sivrihisar'a sürgüne 
çevrildiği rivayet edilmektedir. Meseleyi çözen Sinan Paşa 
bunu bir gün II. Bayezid'in meclisinde hikâye ettiğinde 
padişah bunun kaleme alınmasını buyuruyor ve bugün 
elimizde bu suretle vücut bulmuş ve fakat ne yazık ki o 
günlerin âdeti üzre Arapça yazılmış üç sayfalık bir risale 
bulunuyor. Bu risaleyi Süheyl Ünver'in delaletiyle dilimi- 
ze çeviren Müderris Hazmi Tura’nın çevirisinden benim 
anladığım kadarıyla, Sinan Paşa meseleyi aşağıdaki şekil 
vasıtasıyla şöyle hallediyor: 

Sinan Paşa önce “Öklidis'in burhan ile isbat ettiği bir 
mes'ele”ye işaret ediyor”: ZD teğeti ile DA yayı arasında- 
ki açı, kenarları doğru parçaları olan herhangi bir açıdan 
küçüktür. İmdi, ADC açısı bir dar açıdır, çünkü bir di- 
kaçıdan, ZDA açısı kadar küçüktür. Diğer yandan, ADC 
açısının DC kenarını B istikametinde hareket ettirip, her- 
hangi bir DF konumuna getirdiğimizde, hareket miktarı 


Sinan Paşa'nın $ 
ispatta kullandığı 
şekil. 
> Z 
o 


e=H,9=B,j=Z,| =A, 5=F,gc=C,>=D 
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ne kadar az olursa olsun, ADF acısı daima genis olur, cün- 
kü ADC acısına eklenen CDF acısı, ADC acısını dikacıya 
tamamlamak icin gereken ZDA acısından büyüktür! 

Sinan Pasa, ki akla hürmeti maruftur (ve bu nedenle 
adı deliye dahi çıkmıştır), bu işe kendisi de şaşırmakla 
beraber, “Madem ki bunun vukuuna kat'i bir hendesi bur- 
han delâlet ediyor” diyor, “akıl bu keyfiyetin inniyeti yani 
tahakkukunu şüpheye ve niza’ ve münakaşaya düsmeksi- 
zin kabulde muztardır”. 

Peki, Öklidis'te Sinan Paşa'nın dayandığı özellik, yani 
ZD teğeti ile DA yayı arasındaki açının, kenarları doğru 
parçaları olan (sıfırdan farklı) herhangi bir açıdan küçük 
olduğu iddiası var mıydı? Tabii bu iddia içinde, sözkonu- 
su açının sıfır olmadığı da saklıydı, yoksa ne ispat edile- 
cekti? Her (pozitif) büyüklükten küçük olan ve sıfır ol- 
mayan bir büyüklük? Sinan Paşa'nın risalesini okuduktan 
sonra Elemanlar'a koşturdum. Gerçekten böyle bir “teo- 
rem” vardı. Olacak şey değildi. O zaman bu eserin gerçek- 
ten 2000 küsur sene önce yazılmış ve geçen zaman içinde 
köprünün altından çok sular geçmiş olduğunu daha iyi 
anladım. Öklid artık bir eski-zaman masalıydı. Ama ma- 
tematiğe yön vermiş ve onun 2000 küsur yıl süren me- 
tamorfozmu sonunda kelebeğe dönüşen tırtılı olmuştu. 
Matematiğin evrimi işte böyle bir şeydi... 
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Son Birkaç Soru 


Soru 45: Matematik ne işe yarar? 

Cevap 45: Bir öğrencisi Öklid’e bu soruyu sorduğun- 
da, Öklid yardımcısına dönerek (demek ki bir yardımcısı 
varmış), “Şu çocuğa birkaç kuruş ver, o her öğrendiği- 
ni paraya çevirmek istiyor” demiş. Şaka bir yana, ben 
Öklid'in biraz katı, hatta kibirli davrandığını düşünüyo- 
rum. Bence matematik, her zaman farkında olmasak da, 
dünyayı (evreni, etrafımızda olan bitenleri) modellemeye 
ve bu suretle anlamaya (ve belki belli ölçüde de değiş- 
tirmeye) yarar. Onsuz, dünya dönmez hale gelmiştir. 24 
saat her türlü matematiksel kavram ve aracın kullanılma- 
sı yasaklansa, belki matematiğin ne işe yaradığını daha 
iyi anlarız. Bu konuda günümüz matematikçileri de çoğu 
kez Öklid'den çok farklı davranmıyor ve matematiğin 
anlaşılması için özel bir gayret sarfetme ihtiyacı hisset- 
miyorlar. Tabii bu kolay bir iş de değil. Matematiğin Ay- 
dınlık Dünyası'nın kapılarını Sinan Sertöz gibi aralamak 
kolay değil. Ali Nesin matematiği sevdirmek ve öğretmek 
için bir misyoner gibi çalışıyor. Lütfetseler bunu ben fa- 
kirden iyi yapacak daha birçok arkadaşımın olduğunu 
biliyorum. Lütfen ucundan tutun. Anlamak kadar, anla- 
şılmak da önemlidir. 

Matematiği, yüksek iç estetiği nedeniyle bir sanat ola- 
rak gören matematikçiler olduğu gibi, zihin açıcı ve keyif- 
li bir entelektüel oyun olarak görenler de var. Bu anlam- 
da, matematiğin üst düzey bir sanatsal ve kültürel aktivite 
olduğunu düşünüyorlar ve faydasını bu pencereden ele 
alıyorlar. Bu görüşleri büyük saygıyla karşılıyorum. Bun- 
lar zaten matematiğin ne kadar çok yönlü bir cevher oldu- 
gunu gösteriyor. Ama gene de bazen aklıma o eski türkü 
geliyor: 

Mezar taşlarını koyun mu sandın? 

Sen matematiği oyun mu sandın? 


” 


4” 


arad 


tabiatı anlamak, onun sırlarını aşikâr et- 
ârâ 


mek için, yapılar ve modeller oluşturma yönü beni daha 
Teorem 16) [Fitzpatrick] 


` 


ğin 
“Derya-yı muhit cüsa geldi 


Kevn ile mekän hurüsa geldi 
Sırr-ı ezel oldu asik 
Arif nice eylesün müd 


Matemati 
lasıyor. Nesimi'nin vizyonunun bir gün Wittenvari bir ma- 


cok etkiliyor. Güzellik zaten bu eylemde ona dogadan bu- 
tematikçinin dimagında materyalize olmasını umuyorum: 


Sinan Paşa'nın ifadesiyle, “Öklidis”in burhan ile isbat ettiği mes'ele 
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1. 

H xi Supé 200 xödou zeds Örük ir’ ipa 
àyopévn öxröç mesir toŬ xÜXhÂ0v, xo eis tòv kerufb 
Tönov tig ve eüdeleç xat tig mepıyepelaç Étépa süÜel. où 
ropsunsorison, xat Á pèv to Auxuxklou yuvla Ankong 
yavlız ölelmç ebbuypiupou yellev öoriv, f| 58 dor 
ödrrev. 

"Ecto xöxhoç ô ABT epi xövrpov tò A xat Sıdyetpov 
tiv AB- Ayo, ön ý db toù A tjj AB mpöc öplüc dr” 
Üxpaç iyoutvn èxtòç nece tod xoxkou. 

Mi, vág, DA ei Suvuröv, mrtéto Evrös öç 9 TA, xot 
öneleüyde ń AT. 

"Enel ton ctv ñ AA qi AT, ton deri xo yovla f Ind 
AAT yovig t Ind ATA. öçük 5è f rò AAT- òp ŭpu 
xal h brò ATA tpryóvov Sn Tod ATA al 560 yevim at 
ind AAT, ATA 860 öpüdüç lon cloiv özep ctv dĞĞvETOY. 
obx üpu f ind od A crpsiov tjj BA zoòç öpüğç dyouévn 
èvtòç meosiva tod xúxhov. polus Sù Sellopev, ön 005’ 
Ent vik nepuyepsiuc: İxTöç čipa. 


Proposition 16 


A (straight-line) drawn at right-angles to the diameter 

of a circle, from its end, will fall outside the circle. And 
another straight-line cannot be inserted into the space be- 
tween the (aforementioned) straight-line and the circum- 
ference. And the angle of the semi-circle is ter than 
any acute rectilinear angle whatsoever, and the remain- 
(angle is) less (than any acute rectilinear angle). 
Let AB a circle around the center D and the di- 
ameter AB. I say that the (straight-line) drawn from A, 
at rightangles to AB (Prop 1.11), from its end, will fall 
outside the circle. 

For (if) not then, if possible, let it fall inside, like CA 
(in the figure), and let DC have been joined. 

Since DA is equal to DC, angle DAC is also equal 
to angle ACD (Prop. 1.5). And DAC (is) a right-angle. 
Thus, ACD (is) also a right-angle. So, in triangle ACD, 
the two angles DAC and ACD are equal to two right- 
angles. The very thing is impossible (Prop. 1.17). Thus, 
the (straight-line) drawn from point A, at right-angles 
to BA, will not fall inside the circle. So, similariy, we 
can show that neither (will it fall) on the circumference. 
Thus, (it will fall) outside (the circle). 

B 
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Soru 46: Matematik öğrenmek ve çalışmak, insana ne- 
ler kazandırır? 

Nalân Hanım'ın görüşü: “Benim kişisel gözlemim, ma- 
tematik ve mühendislik eğitimi almış olanların, günlük 
yaşamlarındaki sorunları da, daha rahat sistemlestirebil- 
dikleri, onlara hâkim oldukları, daha çözümleyici yaklaşa- 
bildikleri... Yani matematik bir görme, algılama, kavrama 
ve düşünme biçimi de kazandırıyor olabilir mi, kişiye?” 

Cevap 46: Şüphesiz. Benden daha iyi ifade ettiniz. Bunu 
da matematiğin fayda hanesine yazmak lazım. 

Soru 47: Matematik fizik, kimya gibi temel bilim dalla- 
rı için çok önemli. Onların dili. Peki matematiğin sosyal 
bilimlerle ilişkisi var mı? Sosyal bilimlerde kullanılıyor 
mu? 

Cevap 47: Şüphesiz kullanılıyor. Öyle bazı sosyal bilim 
makaleleri görüyorum ki, neler varmış diye şaşırıp kalı- 
yorum. Ama abartıya da kaçmamak lazım. Her olgu için, 
onun tabiatına ve dinamiğine uygun düşen anlama araç- 
larını seçmek gerekir. Karmaşık görünen her şey derin 
değildir. Altından kazma ile kuyu kazmaya lüzum yok. 
Zaten yamulur. 

Soru 48: Matematik neden korkulan bir derstir? 

Cevap 48: Bunun birkaç sebebi var sanıyorum. Bir 
kere her şeyden önce, matematiği gerçek yüzüyle tanımı- 
yoruz. Aslında çok heyecanlı olabilecek bir konu, yakla- 
şım yanlışlıkları nedeniyle maalesef bir eziyete dönüş- 
türülüyor. Diğer yandan, matematik kendi doğası için 
ilgilenilen bir konu olmaktan çıkartılıp, birtakım giriş 
sınavlarının temel barajına dönüştürülüyor, bu da nef- 
reti körüklüyor. Bir diğer neden de, tabii matematik zor 
bir güzel. Dinlenip hoşa giden bir melodi, bakılıp hoşa 
giden bir resim, okunup hoşa giden bir şiir gibi değil. 
Aslında belki bunlar da eğitim gerektiren rafine zevk- 
ler, ama matematikteki daha saklı bir güzellik. Ondan 
zevk alıp, heyecan duymak için, hiç olmazsa bir kere bir 
anlama deneyimi yaşamak lazım. Bu hedeflenmiyor ve 
bir kere gerçekleşmediği müddetçe de, gittikçe daha zor 
gerçekleşiyor. 
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Soru 49: Matematik ezbere mi dayanır? 

Cevap 49: Eger “ezber”le, formüllerin hafız gibi ezber- 
lenmesi kastediliyorsa, tabii ki hayır. Matematik hafızlık 
degildir. Ama ben “ezber”den tam bunu anlamıyorum. 
Ögrenme, mahiyetini tam bilemedigim karmasık bir sü- 
rec ve “tekrar”ın, bir olgu olarak cok önemli oldugunu 
düsünüyorum. “Tekrar”, kavramlastırmanın anahtarıdır. 
Kendini az cok tekrarlayan nesneler ve olaylar olmasaydı, 
dünyayı anlayamazdık. Zihnimiz (ya da bedenimiz veya 
ikisi bir; belki bunları ayırt etmek bile doğru değil) bir 
şeyler üstüne biteviye çalışır ve düşünürken, bu şeyler 
zihnimizde (ve bedenimizde) izler kazıyıp bırakıyorlar 
ve anlamak istediğimiz şeylerle böyle hemhal oluyoruz. 
Zamanla zihnimizde (beynimizde) sanki canlı varlıklar 
gibi örgüler ve desenler kristalize oluyor ve bunlar bir 
parçamız oluyorlar, sanki sinirsel teşkilatımıza, “ezberi- 
mize” dahil olup, onu zenginleştiriyorlar ve artık bize ait 
aletlermiş gibi işe yarayabiliyorlar. Örneğin bisiklete bin- 
meyi öğrenme böyle bir şey değil mi? Bisiklete binmeyi 
anlıyor muyuz? Bisiklete binmeyi ezberliyor muyuz? Bi- 
siklete binmeyi “öğreniyoruz” ve bir süre sonra bunu na- 
sıl yaptığımızı bir başkasına hâlâ anlatamayacak durumda 
olmamıza rağmen, keyifle bisiklete binip, seyir esnasında 
başka şeyler düşünebiliyoruz. Sanki “bedende yaşayan” 
bir kavram oluşuyor. Matematikte de böyle, tekrara ve 
bilinç-bilinçaltı sınırındaki yetilere dayalı öğrenme un- 
surları olduğunu sanıyorum. Belli bir olgular alanıyla 
böyle etkileşip, o etkileşim sonunda bazı şeyleri içselleş- 
tirip, “ezberleyip”, farklı (ve belki daha karmaşık) bir ol- 
gular alanına daha donanmış olarak çıkabiliyoruz. Tabii 
her “ezberlenenin” bize güç kadar yanlılık da verdiğini 
kabul etmek lazım. Ben denemedim ama, Kıbrıs'ta veya 
Londra'da bisiklete binmek hemen kolay olmayabilir. 
“Ezber”, işimizi kolaylaştıran bir davranış “modülü”dür. 
Burada yollar gene model kavramına çıkıyor. Bir olgular 
alanında işimize yaramış bir davranış modülü, yeni bir ol- 
gular alanına uygun düşmeyebilir ve “ezberimizi bozma- 
mız” gerekebilir. 
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Ezberle doğrudan ilgili olmasa da (belki ezberin bi- 
raz önce değiştirdiğimiz anlamıyla ilgili olabilir), bazen 
büyük ilhamların kaynağı olan ve hakkında daha yakın 
malumat olmadığı için “sezgi” veya “entüisyon” denip 
bırakılan cevher de herhalde bilinç-bilinçaltı sınırında, 
hatta belki de bilinçaltında ikamet eden ve matematiksel 
kavrayışta yeri olan bir yetidir. Bir kısmı bu kategoriye so- 
kulabilecek ve evrimsel olarak kazandığımız (bir nesneyi, 
bir harfi tanıma gibi) bazı yetiler olmasaydı, herhalde zor 
matematik yapardık. 

Soru 50: Matematik “mutlak doğrular” bilimi midir? 

Cevap 50: Bu “mutlak doğru”, hatta “mutlak” kav- 
ramları nerden ve ne zaman çıktı bilmiyorum. 10.000 
sene öncesine kadar insanlarda kibir yoktu. Yaşam her- 
kes için yeterince zordu. 5000 sene kadar önce, kayıtsız 
şartsız hüküm sahibi tanrı-krallar ortaya çıktı. Mutlakı- 
yet böyle başlamış olmalı. Kralın gücünün tam yetme- 
diği yerde, mutlaklık muhayyel bir varlığa izafe edildi. 
Ama zamanla değişen koşullar mutlakıyeti meşrutiyete, 
cumhuriyete, demokrasiye vs. dönüştürürken, zihinler- 
deki mutlaklık kavramı da benzer dönüşümler geçir- 
meye mahkümdu. Önce arzımız merkez olmaktan çıktı 
ve herhangi bir seyyare oldu; sonra eşref-i mahlükattan 
tardedilip, diğer hayvanlar arasında herhangi bir hay- 
vana indirgendik; hatta kendi bilincimizin bile hâkimi 
olmadığımız meydana çıktı. Öklid geometrisinin bile 
mutlaklığıyla ilgili şüpheler doğdu ve neticede tahak- 
kuk etti. Zamanın ve mekânın mutlaklığı daha da derin 
bir anlamda izafiyet teorisiyle ve nedensellik de kuan- 
tum teorisiyle tarumar oldu. Bu hercümerç içinde hangi 
“doğrunun” mutlaklığı kalır? Bunları düşünürken Na- 
mık Kemal aklıma geliyor: 

“Değişmez fen mi vardır, müstakır eşya mı kalmıştır 

Delili sabit olmuş binde bir dâvâ mı kalmıştır 

Deme insâna mâlum olmadık mânâ mı kalmıştır 

Eğer meçhul ararsan her işin encâmı kalmıştır” 


“Mutlak doğru”nun kanımca matematikte de yeri yok- 


298 50 SORUDA MATEMATIK 


tur. Platonik idealizm, bir sanrıdır. Tabiattan baska da- 
yanak yoktur. Baska yere dayananlar, nereye dayandık- 
larını iyi düşünsünler. İki kere ikinin dört etmesi gibi 
sözde “mutlak bir gerçek”, aslında varsayımlara dayalı 
bir inşadır. İki'nin kendisini tanımlamanın bile ne kadar 
muhataralı bir iş olduğunu gördük. Bunları tabiatın hal- 
leri için modeller olarak görmek gerekir. Belli koşullarda 
olağanüstü başarılı modeller. Ama böyle serin bir yerde, 
bilincimiz yerinde ve duyu organlarımız faalken konuş- 
tuğumuzu unutmayalım. Erken plazmada durumun nasıl 
olduğunu düşünemiyorum. İki ne zaman oluştu? Anla- 
mamız lazım. Ve başka şeyleri. Bütün olan bitenleri. Ama 
Hilbert gibi “anlayacağız” demek biraz iddialı görünüyor. 
Belki anlarız. Belki anlayamayız. Ama her gün daha iyi 
anlamaya çalışmamız lazım. Ve kestirme cevaplara karşı 
da dikkatli olmamız lazım. 


Öklid bile Gauss'dan acı bir ders almış 
Mutlak sanılan kevn ü mekân sarsılmış 
Dünden bugüne hangi hakikat kalmış? 
Her gerçeği her gün sınamak lâzımdır 
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Häsiye 


Bu kitapcıga bir göz atmak ve bazı tenkidlerini iletmek 
lütfunda bulunan güzide matematikçimiz Sevgili Cem 
Tezer'in pek manidar bir mütalaasını aşağıya derc ediyo- 
rum: 


Basit bir teknik noktayı dikkatinize sunmak iste- 
rim: 

Grauertin dersini münasebet ittihaz ederek grup 
aksiyomlarını 

(G) Hera, b, cicin a(bc) = (ab)c, 

Gi) Her a için ae = a olacak bir e vardır. 

(ii) Her a için aa = e olacak bir a` vardır 
şeklinde sunuyorsunuz. Burada a'nın her seçimi için 
varlığı vaz edilmekle beraber sadece bir tane olacağı 
henüz ispat edilmemiş bir elemana a cinsinden bir 
gösterim izafe edilmesi -yani bu özelliğe sahip bir 
(veya diğer) elemanın a` ile gösterilmesi- beni ra- 
hatsız ediyor. 

Ben yukardaki aksiyomları şu şekilde yazmayı tercih 
ediyorum: 

Gi), Gi) ve 

Gir) her a için ab = e olacak bir b vardır. 

Devamı —Grauert'in öğrencilerinin ipucunu takiple- 
şöyle geliyor: 

1. Teorem: Verilen bir a ve (iii) özelliğine sahip bir 
biçin ba = e'dir. 

İspat: bc = e olacak bir c alalım. O zaman 

(b(ab))c = (be)c = bc = e ve b(a(bc)) = b(ae) = ba 

2. Teorem: Her x için xe = ex = x'dir. 

İspat: xy = yx = e olacak şekilde bir y alalım. 

ex = (xy)x = x(yx) = xe = xdir. 

3. Teorem: (ii) özelligine sahip e sadece bir tanedir. 
Ispat: e gibi f de (ii) özelligine sahipse o zaman 
f=fe=(! 2. Teorem !) ef= e olup, e = fdir. 

4. Teorem: Her a için (iii’) özelliğine sahip b sadece 
bir tanedir : 

İspat: ab = e (ve tabii ba = e, ! Teorem 1!) olduğu 
gibi 
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ac de = e (ve tabii ca = e, ! Teorem 1 !) ise o zaman 
b = be = b(ac) = (ba)c = ec (! Teorem 2 !) = c 

Bu andan itibaren de herhangi x için xy = yx = e özel- 
liğine sahip yegâne eleman için bir gösterim ihdas 
etmek yerinde olur. Ona x ~ diyelim. 
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